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DE 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


SUR LES 
SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES 


DIVISIONS RÉGULIÈRES DE L'ESPACE, 


Par M. E. GOURSAT, 


MAITRE DE CONFERENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


Dans son Mémoire sur les groupes kleinéens, M. Poincaré a été con- 
duit à envisager des divisions régulières de l’espace en une infinité de 
régions Ry, R,, ..., R;, ... telles que chaque région R; se déduise de la 
region R, au moyen d’une transformation S; NT d’une suite d’in- 
versions ('). J’étudie dans ce travail des modes de division analogues, 
où le nombre des régions est supposé fit; mais, tandis que les trans- 
formations de M. Poincaré conservent un plan fixe réel, les trans- 
formations que je considere font revenir sur elle-méme une sphere 
imaginaire. Le probleme revient au fond à la détermination des 
groupes d’ordre fini de substitutions linéaires orthogonales à quatre 


(1) Acta mathematica, t. UE, p. 49; 1883. On pourra consulter aussi sur ce sujet : 
Watruer Dyck, Ueber reguläre Raumeintheilungen (Berichte der math.-phys. Classe 
der Kénigl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften; 1883). 
Ann. de U Fe. Normale. 3° Série. Tome VI. — Janvier 1889. 
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variables. On obtient de tels groupes en combinant les substitutions 
de deux groupes d’ordre fini de substitutions linéaires non homogènes 
à une seule variable; mais on ne parait pas avoir remarqué jusqu'ici 
qu’il n’est pas nécessaire d'associer chaque substitution de l’un des 
groupes avec toutes les substitutions de l’autre groupe. 

La première Partie contient des généralités sur les transformations 
de l’espace qui font correspondre un point à un point et qui con- 
servent les angles, que nous appellerons, pour abréger, transforma- 
tions isogonales, et sur les substitutions orthogonales. Dans la seconde 
Partie, je donne le moyen de former tous les groupes d’ordre fini de 
substitutions orthogonales à quatre variables, et j’énumeére tous les 
groupes de substitutions à deux variables d’une certaine forme qui 
leur sont isomorphes. Enfin, dans la troisième Partie, j’étudie com- 
plètement la disposition des régions Ry, R,, ..., lorsque ces régions 
sont des tétraédres limités par des portions de spheres. 

Certaines parties de ces recherches peuvent étre rattachées a la Géo- 
métrie non euclidienne ou à la théorie des polyèdres réguliers de l’es- 
pace à quatre dimensions; ce dernier rapprochement est développé 
dans la quatrième Partie. 


if 


1. On sait que toute fonction analytique d’une variable complexe 
fournit un mode de transformation des figures planes qui conserve 
les angles. Il n'existe pas de proposition analogue pour l’espace à 
trois dimensions, comme cela résulte d’un théorème très important 
énoncé pour la première fois par M. Liouville (') : Toute transforma- 
tion de l’espace qui fait correspondre un point à un point et qui conserve 
les angles ne dépend que d'un nombre limité de paramètres et peut étre 
obtenue par la combinaison de deplacemenis et de transformations par 
rayons vecteurs réciproques (inversions). Ce théorème a été ensuite 


étendu par M. Darboux (*) aux espaces à plus de trois dimensions. 
- 


(1) Liouvitir, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1" série, t. XII, p. 220, 
et t. XV, p. 103. 

(2) DarBoux, HA TIaITe sur la théorie des coordonnées curvili gnes et des systèmes ortho- 
gonaux ( Annales de l’École Normale, 2° série, t. VIT: ; 1878). 
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Quoique la propriété précédente soit aujourd’hui bien connue, je me 
propose de montrer comment on peut la déduire aisément du théorème 
de Dupin; je ne considère d’ailleurs que des points réels. 
Considérons dans l’espace une transformation par rayons vecteurs 
réciproques ; soient O le pôle de la transformation et K? son paramètre. 
La sphère S de centre O et de rayon égal à K demeure inaltérée par 
cette transformation. Pour me PNR à une expression usitée dans 
le cas des cercles, je dirai que cette transformation est une réflexion 
sur la sphère S, et que deux figures transformées réciproques sont 
symétriques par rapport à cette sphere. 
Soient 
X = f(x, 7,5), 
(1) Y= 9(2,y, 5), 
Z=(2,y,5) 


trois fonctions réelles, continues ainsi que leurs dérivées, pour les 
valeurs réelles des variables x, y, s comprises entre certaines limites. 
Pour plus de précision, supposons que, le point m de coordonnées 
(a, y, 3) restant compris à l’intérieur d’une certaine portion (e) de 
l’espace, le point M de coordonnées (X, Y, Z) reste compris à l’inté- 
rieur d'une autre portion (E) de l’espace. Admettons en outre que 
deux lignes quelconques décrites par le point (x, y, s) à partir d’un 
point quelconque (2,7, %) de (e) se coupent sous le même angle 
que les lignes correspondantes décrites par le point (X, Y, Z). Pre- 
nons dans la portion (e) de l'espace trois familles de surfaces (¢,), 
(c,), (¢,) formant un système triple orthogonal; les formules (x) 
feront correspondre à ce système trois nouvelles familles (£,), (2 

(2, ) formant encore un système triple orthogonal. Étant donnée une 
surface quelconque 5, il existe toujours un système triple orthogonal 
dont fait partie &, formé par les surfaces parallèles a s et par les dey e- 
loppables composées des normales à © le long de ses lignes de cour- 
bure. Dans la transformation considérée, la surface se cae en une 
nouvelle surface X, le système triple orthogonal précédent se change 
en un nouveau système triple orthogonal et, par conséquent, les lignes 
de courbure dec auront pour transformées les lignes de courbure de E. 


12 | ! E. GOURSAT. 


Ainsi, les lignes de courbure d’une surface quelconque 5 ont pour trans- 
formées les lignes de courbure de la surface transformée X. 

Si la première surface est une sphère, toute ligne tracée sur cette 
surface est une ligne de courbure; la surface transformée devra donc 
posséder la même propriété. Or les seules surfaces réelles, telles que 
toute ligne tracée sur la surface soit une ligne de courbure, sont les 
plans et les sphères. En considérant le plan comme une sphère de 
rayon infini, on peut donc dire que la transformation (1) change les 
sphères en sphères et, par suite, les cercles en cercles. Cette propriété suffit 
pour établir que la transformation résulte d’une suite d’inversions. 

Soient s une sphère de la première figure (/), a, b, c trois points de 
cette sphère, S la sphère correspondante de la seconde figure (F) et 
A, B, C les points correspondants aux points a, b, c. Faisons passer 
un plan P par les centres O, O’de ces deux sphères; et aux points O, 
O’ élevons des perpendiculaires au plan P, Od, O’D du même côté 
du plan P. Supposons que l’on fasse la perspective de la sphère s sur 
le plan P, le point de vue étant le point d; cette opération équivaut 
à une certaine transformation par rayons vecteurs réciproques I, qui 
s'applique à tous les points de l’espace. Cette inversion appliquée à s 
donne le plan P, et aux trois points a, 6, c fait correspondre trois 
points a, 8, y de ce plan. De même, il existe une certaine inversion I’ 
qui, appliquée à la figure (F), change la sphere S en le plan P et les 
points A, B, C en trois points 2’, 8’, y’. D’un autre côté, on peut trouver 
une transformation composée d’un certain nombre d’inversions par 
rapport à des sphères orthogonales au plan P et telle que les trois 
points &, 8’, y’ aient respectivement pour transformés les points «, 
8, y [ Poincant, Mémoire sur les groupes kleinéens (Acta mathematica, 
t. III, p. 51; 1883)]. Soient T une pareille transformation, (/, ) la figure 
que l’on déduit de f par inversion I, (F,) la figure qui se déduit 
‘de (F) par Vinversion I’, suivie de la transformation T. Il est clair que 
ces deux figures (/,) et (F,) se déduisent l'une de l’autre par une 
transformation isogonale. De plus, les points «, 8, y et le plan P, 
considérés comme appartenant à la première figure, ont pour trans- 
formés dans la seconde figure les points , 6, y et le plan P lui-même. 
On peut toujours supposer que les portions de l’espace situées d’un 
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même côté du plan P se correspondent dans les deux figures; s’il 
en était autrement, on n’aurait qu’à remplacer (F, ) par sa symétrique 
par rapport au plan P. De même, soit C le cercle passant par. les 
trois points «, 8, y; ce cercle se correspond évidemment à lui-même 
dans les deux figures. On peut supposer que la partie du plan P 
intérieure au cercle C, considérée comme appartenant à la première 
figure, a pour image dans la seconde figure cette même portion du 
plan. S'il en était autrement, on n'aurait qu’à remplacer (F, ) par sa 
symétrique relativement à la sphère orthogonale au plan P qui passe 
par le cercle C. Les hypothèses précédentes étant remplies, il est aisé 
de démontrer que les figures (/,) et (F, ) doivent être identiques. 

Soit, en effet, 7 un point du plan P, pris à l’intérieur du cerele C, 
par exemple ; l'arc de cercle amb, intérieur au cercle C, fait avec l’arc 
de cercle ab un certain angle w. Si l’on considère l’arc amb comme 
appartenant à la figure (/,), l’arc de cercle correspondant de la se- 
conde figure (F,) doit être situé dans le plan P et intérieur à C, passer 
par les points a et b et couper l’arc ab sous le même angle w ; cet arc 
de cercle am’b est donc identique à l’are amb. On verra de même 
que l’arc de cercle bmc de la figure (/,) a pour correspondant dans 
la seconde figure l’arc bmc lui-même, et, par suite, le point m’ coin- 
cide avec le point m. Le raisonnement est le même pour un point du 
plan P extérieur au cercle C, et nous voyons déjà que tous les points 
du plan P restent fixes dans la transformation qui permet de passer de 
la figure (f,) à la figure (F,). 

Considérons maintenant un point quelconque M de l’espace comme 
appartenant à la figure (7, ), et cherchons le point correspondant M’ de 
la figure (F,). Soit £ une sphère passant par M et orthogonale au plan 
P suivant un cercle C’; la sphère 2, regardée comme faisant partie de 
(f,), aura pour image dans (F,) une sphère £’ passant par le cercle C’, 
et orthogonale au plan P. Cette sphère 2’ coincidera donc avec £. II 
suffit de considérer trois sphères £, £,, £, passant par M et orthogo- 
nales au plan P pour en conclure que le point M’ ne peut coincider 
qu'avec le point M ou avec son symétrique par rapport au plan P. 
Cette dernière hypothèse est à rejeter, puisqu'on suppose que les por- 
tions des deux figures situées du même côté du plan P se correspon- 
dent. Donc les deux figures (/,) et (F,) sont identiques. En revenant 
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aux figures primitives (f) et (F), nous pouvons énoncer le théorème 
suivant : | 

Toute transformation isogonale dans l’espace peut être remplacée par 
un nombre fini d'inversions. 


2. La proposition se vérifie immédiatement pour les transformations 
isogonales les plus simples, telles que les déplacements et les trans- 
formations par similitude. En effet, une translation équivaut à une 
suite de deux transformations par symétrie relativement à deux plans 
parallèles; une rotation de 2w autour d’une droite D équivaut à une 
suite de deux transformations par symétrie par rapport à deux plans 
passant par la droite D et faisant entre eux un angle égal à w ; une 
transformation par homothétie peut être remplacée par deux inversions 
successives relativement à deux sphères concentriques. 

ILest clair, d’après la démonstration même qui a été donnée plus 
haut, que toute transformation isogonale peut être décomposée d’une 
infinité de manières en une suite d’inversions par rapport à des spheres 
que l’on peut supposer toutes réelles. A moins de mention expresse, 
je supposerai toujours dans la suite, quand il s’agira d’une inversion 
ou d’une réflexion sur une sphère, que la sphère en question est réelle. 
Cela posé, quelle que soit la manière dont on décompose une trans- 
formation isogonale en une suite d’inversions, le nombre de ces inver- 
sions sera toujours de méme parité. Prenons en effet dans la première 
figure un trièdre non isoscèle OABC; apres une premiere inversion, la 
figure symétrique de ce trièdre se composera de trois cercles passant 
par un même point O’ et les tangentes à ces trois cercles formeront 
un trièdre O’A’B'C ayant les mêmes angles que le premier. Ces deux 
trièdres seront donc égaux ou symétriques ; mais on reconnaît aisé- 
ment que les faces seront disposées en ordre inverse et par suite les 
deux trièdres seront symétriques. Une nouvelle inversion remplacera 
de même le trièdre O'A’B’C’ par un nouveau trièdre 0” A’B’C’, symé- 
trique de O’A’B’C’ et, par suite, superposable au trièdre OABC. En 
général, après n inversions successives, le trièdre OABC sera remplacé 
par un trièdre O,A,B,C,, qui sera superposable au premier ou à son 
symétrique, suivant que x est pair ou impair. Par conséquent, étant 
données deux figures dans l’espace qui se déduisent l’une de l’autre 


| 
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par une transformation isogonale, la transformation sera équivalente 
à un nombre pair ou à un nombre impair d’inversions suivant que 
deux trièdres correspondants des deux figures sont égaux ou symé- 
triques. Dans le premier cas, je dirai pour abréger que la transfor- 
mation est une transformation droite, et que les deux figures sont 
congruentes ; dans le second cas, la transformation sera appelée trans- 
formation gauche et les deux figures seront appelées symetriques. 

La proposition précédente ne serait plus vraie si l’on considérait des 
inversions par rapport à des sphères imaginaires. Prenons par exemple 
la transformation définie par les formules 


To y : À 3 


CRE CEE oy? + 3?” oe + oy? + 22? 


| 


4 


qui peut être regardée comme une inversion par rapport à la sphère 

imaginaire 
… eee et ka OF 

cependant cette transformation est droite, car elle résulte de la com- 

binaison de deux transformations gauches 


4S cg oa X=— 2x, 
CS waren at Y=—y1, 
Sh ESET Z=— 4%. 
Remarque. — Si l’on se donne trois points a, b, ¢ de la figure (/), 


les points correspondants A, B, C de la figure (F), une sphere s pas- 
sant par les points a, b, c de la première figure et la sphere correspon- 
dante S de la seconde, il résulte de la démonstration qui a été déve- 
loppée plus haut qu'il n’existe que quatre transformations répondant 
à la question. Si T est l’une d’elles, on obtiendra les trois autres en 
faisant suivre T, soit d’une réflexion sur la sphere S, soit d’une ré- 
flexion sur la sphère orthogonale à S passant par les trois points 
A, B, C, soit de ces deux réflexions successivement. Donc la transfor- 
mation isogonale la plus générale dépend seulement de dix paramètres. 
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3. Les transformations dont il s’agit peuvent être définies analyti- 
quement d’une façon très élégante au moyen des coordonnées penta- 
sphériques ('). Considérons un système de cinq sphères orthogonales 
(S,), (S2), ..., (S;) de rayons R,, Ry, ..., R; et écrivons leurs équa- 
tions sous la forme 

2 =? 2 
(2) RE et ic ae + de R 


Chats Doce DE 


Des Pde tle oo 
ee el 


Les coefficients «y, Bx, dx, Yas ex vérifient les relations 


où + BR + Yk + Oh + eR =I, 
Op On + BE Bar + yey + dk + EKER — Où 
Désignons par S, la puissance d’un point par rapport à la sphère 
(Sx); des relations précédentes on déduit, entre les puissances d’un 


point quelconque par rapport aux cinq sphères, la relation homo- 


gène 


(3) ZE) =e 


1 


s b 3 a # ke ‘ S 
si une des spheres (S,) se réduit à un plan, on devra remplacer 7 par 
k 


2P;, P, désignant la distance du point (a, y, =) à ce plan. 
On appelle coordonnées pentasphériques d’un point les cing quantités 


x, proportionnelles à =, et l’on pose 
k 


(4) PAYNE 
la relation (3) devient alors 
(5) Ti + a+ di + ai +x} =o. 


Inversement cinq quantités x, vérifiant la relation (5) déterminent 
un point et un seul; les coordonnées rectangulaires x, y, = de ce point 


1 Pee ee 
(1) DarBoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. 1, p. 213; 1887. 
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, = , , . . 
s obtiendront en résolvant les équations (4), ce qui nous donne 


5 


5 
2ÀX — D Lh L hey A(z? + y?+27—R?)= R > Ok py 
1 1 
5 5 
(6) ahy= SY Bite Aw? yt? +5*+ BR?) =— IR eee, 
1 ‘ 1 


ahs = D VX he 
1 


Rapprochons ces formules (6) des formules qui définissent une trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques. Soient x, y, z les coordon- 
nées rectangulaires d’un point quelconque de l’espace, x’, y’, 3’ les 
coordonnées du point symétrique par rapport à une certaine sphère, 
dx el x, (Æ=1,2,..., 5) les coordonnées pentasphériques de ces deux 
points. On reconnaît immédiatement, d’après les formules qui définis- 
sent une inversion, que les expressions 


La y PE x'2 + y”? Be g!2 eas R?, x'2 + y"? = gi =e R2 


sont, à un facteur pres, des combinaisons linéaires à coefficients con- 
stants des expressions 


LV, 3 C++ +R, w+ 7?+397—R?; 
par suite, d’après les relations (4) et (6), les coordonnées a, seront, 
à un facteur près, des fonctions linéaires à coefficients constants des 
cordonnées x,;. A cause du facteur arbitraire A, nous pouvons donc sup- 
poser que les +, sont des fonctions linéaires à coefficients constants 
des æ,. Toute transformation isogonale de l’espace est ainsi définie par 
une certaine substitution linéaire effectuée sur les coordonnées penta- 


sphériques. Mais, comme on doit avoir Ÿ'(x,)°—0o en même temps 


+ 
que Dé o et qu'on peut multiplier les cinq coordonnées par 
un même facteur sans changer le point correspondant, la substitution 
linéaire pourra être supposée orthogonale, sans restreindre la généra- 


lité. Inversement, toute substitution orthogonale effectuée sur les cing 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Janvier 1889. 3 
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coordonnées x, définit une transformation isogonale. Cela résulte 
immédiatement de ce que l'élément linéaire est donné par la formule 


S (dex)? 


DE 


Ainsi, toute transformation isogonale dans l'espace est définie, en coor- 
données pentasphériques, par une substitution linéaire orthogonale a cing 
variables, a coefficients constants. 

La transformation la plus générale dépend bien de dix paramètres, | 
comme on la déjà reconnu par d’autres considérations. 


As == 


4. Si l’on suppose que la transformation conserve une sphère fixe, | 
-on pourra prendre cette sphère pour une des cinq sphères orthogo- 
nales; la coordonnée pentasphérique correspondante ne devra pas 
changer dans la transformation et la substitution orthogonale à cinq 
variables se réduira à une substitution orthogonale à quatre variables. 
Je ne considérerai, dans la suite de ce travail, que les transforma- 
tions qui font revenir sur elle-même la sphere imaginaire de rayon 
V— 1 ayant son centre à l'origine des coordonnées, que j’appellerai la 
sphere (£’). On obtient évidemment un système de cing sphères ortho- 
gonales en joignant à la sphère précédente les trois plans de coordon- 
nées supposés rectangulaires et la sphère (2) qui a pour équation 


Les cinq coordonnées pentasphériques du point (x, y, z) seront res- 
pectivement proportionnelles à - 
22, 2Y, 23, LH y + st— x, + y?+ st + ii). 
) s = 2 \ » AL À La A 
Puisque, par hypothèse, la cinquième coordonnée peut être regardée 
comme constante dans toutes les transformations dont on s'occupe, on 
peut en faire abstraction et la supposer toujours égale à ÿ—1. On aura 
alors, pour nouvelles coordonnées du point (x, y,:), les quatre ex- 


ra ss 
TT 
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pressions 
+ + 3 — 1 GA 
u, — 9 2 2 ? Ua — NN NT ES VE 
aay ates ie Gy eT 


(7) 


2 23 


Us UT 5 > 5 5 
2 yt +i 


ee ae ee 


4 


liées par la relation 
(8) ui + ui + u?+ u?=—1, 


Inversement, quatre quantités w,, u,, u,, u, vérifiant l'équation (8) 
déterminent un point de l’espace et un seul dont on obtiendra les coor- 
données x, y, 3 en résolvant les équations (7). On trouve ainsi 

Us 7 U, 


(9) Geo — ; VE , tines 


I— Wy I— ly I— U,’ 


le carré de l’élément linéaire devient, en tenant compte de l’équa- 
tion (8), 

; (io) re du} + du} + du + du, 

4 G—w) 

Ainsi, toute transformation isogonale dans l’espace qui fait revenir 
sur elle-même la sphère imaginaire (£') est définie analytiquement par 
une substitution linéaire orthogonale à coefficients constants, effectuée sur 
les quantités u;. 

Les deux catégories de transformations correspondent aux deux 
signes possibles pour le déterminant de la substitution orthogonale. 
Etant donnée, par exemple, une substitution de déterminant +1, on 
peut toujours imaginer, comme cela sera démontré rigoureusement 
| dans la suite, que les coefficients varient d’une manière continue de- 
puis les valeurs initiales 


* 
— 


Oo oO 
O 


I 


OMOTRC 


OUT 


G\e © 


oO 


ol 


jusqu’aux valeurs données, et il est clair que la transformation finale 
A sera une transformation droite. Une substitution du déterminant — 1 


CN LE. 
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résulte, au contraire, d’une substitution de déterminant + 1, suivie de 
la substitution 


(ui) =; (ue) = — Us, (u3) = Us, (u,)'= U, 


qui définit une inversion. La transformation considérée est donc une 
transformation gauche. 

Les formules qui précèdent s’interpretent aisément au moyen de la 
‘Géométrie à quatre dimensions. Considérons w,, Uz, u,, u, comme les 
coordonnées rectangulaires d’un point dans l’espace à quatre dimen- 
sions; l’équation (8) représente dans cet espace une hypersphere de 
rayon égal à l'unité, ayant son centre à l’origine ('). 

Imaginons que l’on fasse la perspective de cette hypersphère dans 
l’espace à trois dimensions, le point de vue étant le point de cordon- 
nées u,—1, U, =U, =U, = 0; les coordonnées (x, y,z) du point de 
l’espace à trois dimensions qui est la perspective du point (u,,u,,u,,u,) 
de l’hypersphère sont précisément fournies par les formules (0). Par 
suite, les transformations dont il s’agit sont identiques au fond à des 
rotations dans l’espace à quatre dimensions ou à des rotations suivies 
de transformations par symétrie, suivant que le déterminant de la 
substitution orthogonale est égal à +1. On peut dire aussi que toute 
sphère orthogonale a (2) est la projection de l'intersection de l’hyper- 
sphère 

| u?+ US + ui + uŸ 1 
avec un plan 
lu; + mu; + nu;+ pu, = 0. 


Je ne me servirai que rarement de cette interprétation. 


5. Toute substitution orthogonale droite à trois variables ou, ce qui 
revient au même, toute rotation peut être définie par une certaine sub- 
stitution linéaire non homogène effectuée sur une variable complexe (?). 
On peut de même rattacher toute substitution orthogonale à quatre 
variables ou, plus généralement, toute substitution linéaire à quatre 


(1) Voir Etude des surfaces qui admettent tous les plans de symétrie d'un polyèdre re- 
gulier, III Partie (Annales de l’École normale, 1887). 


2 i » 1 ON) 6, ; 
(?) Voir DarBoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. I, p. 30; 1887. 


L 


A > bie 
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variables qui reproduit une forme quadratique à discriminant diffé- 
rent de zéro, à un système de deux substitutions linéaires non homo- 
gènes effectuées sur deux variables complexes. Je me suis déjà servi 
de cette remarque dans un travail sur les équations linéaires (‘). Soient 
U,, U,,U;, U, quatre fonctions linéaires et homogènes de u,, us, Uy, u,, 
telles que l’on ait identiquement 


2 2 2 2 2 2, 
US +U +U;+U=u+u+u+u; 


posons 
u, — tu, = V4, — Uy — lly = Vo, 
uy; + ll, =, Uy — lls = V3; 
U,—71U,=V,, —U,—iU;,;=—V,, 
U,+7U,=—V,, U,— tU, = Y3. 


Les V; seront des fonctions linéaires des ¢;, telles que l’on ait identi- 


quement 
ViVi— Va V3 = 01%, — 2%, 


et la recherche de ces substitutions pourra s’interpréter géométrique- 
ment comme il suit : Trouver toutes les collinéations qui font revenir sur 
elle-même la surface du second degré représentée par l'équation 


(11) Pi Pr — 0203 = 0. 
Soient 
0; y y 
n—= + — +, sp an 
V3 0% V3 V4 
12 
oo —— or aaa oo V's 
— ir — zw? — >, 
es were a Pee 


J'ai démontré, dans le travail déjà cité (p. 151), qu'il pourra se pré- 
senter deux cas : ou bien n’ sera une fonction linéaire de n et &’ une 


(1) Sur les équations différentielles linéaires du quatrième ordre dont les intégrales vé- 
rifient une relation homogène du second degré (Bulletin de la Société mathématique de 
France, t. XI, p. 144; 1883). 

Voir aussi sur ce sujet : pes 

KLEIN, Ueber binäre formen mit linearen transformationen in sich selbst (Mathema- 
tische Annalen, t. IX, p. 188; 1876). 

Prcarp, Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées, 4° série, t. 1, p. 101; 1885). 
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fonction linéaire de £, ou bien 7’ sera une fonction linéaire de & et & 
une fonction linéaire de n. On aura, par conséquent, un des deux sys- 
temes de relations suivants : 


ae at vice tet 
(A) TON Te "TPE #4 
,_ aë+b ur INR 
(B) Poil = pag 


a, b,c, d, l, m, p,q désignant des coefficients constants. Ces deux sys- 
temes de formules s’interpretent aisément si l’on remarque que, lors- 
qu'on se déplace sur une génératrice rectiligne de la surface, l’un des 
paramètres Ë ou n reste constant. Dans toute collinéation correspondant 
au système (A), les paramètres des deux systèmes de génératrices sont 
transformés par une substitution linéaire; dans toute collinéation cor- 
respondant au système (B), il y a, en outre, échange entre les deux 
systèmes de génératrices. 

’  Revenons maintenant aux variables uw; et à la surface du second 
degré représentée par l’équation 


(13) - Ui BUS + US Uo: 
nous pourrons énoncer le résultat suivant : 


Etant donnée une collinéation qui fait revenir sur elle-méme la sur- 


face (13), si l’on pose 


(14) uy Us ine u, 


et, par suite, 


(15) ALES rm Sie ALERT EST 2 
= = 5 = : nt 
uy, — LU, ui + lu, Us + LU Us — ll 


les valeurs nouvelles de = et de n sont données par un des deux systèmes de 


formules (A) et (B). 


A toute substitution orthogonale à quatre variables correspond ainsi 
une collinéation qui fait revenir sur elle-même la surface (13) et, par 
suite, une substitution de la forme (A) ou (B). Inversement, à toute 


substitution de la forme (A) ou de la forme (B), on peut rattacher une 
substitution linéaire orthogonale à quatre variables. 


D 


= 
+. 
> 
: A 
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Soient U,, U,, U,, U, les nouvelles valeurs des variables u;, Véri- 
fiant encore la relation 
Ui+U;+ US + U? =o. 
Dans les formules 
RL Le PST, 
We ee ey) ia + FY 
remplaçons & et 7’ par leurs valeurs tirées des formules (A), puis 7 
À et £ par leurs valeurs déduites des formules (15). On trouve ainsi 
U: Les 
(ap —cl)(ug+ tus) + (dl— bp) (uy +iu,)+(aqg—cm)(u; —iu,)+(bq—dm)(u;— tus) 

— U: . 
— — (ep+al)(u,+ tus) — (dp + bl) (wu, + iu,) + (cq Fam) (u, — tu,) + (dq + bm) (uz— tus) 
az U; 
: _ (ep —al)(u,+ tu;) +1 (bl—dp) (u,+ tu,) + i(cg — am) (u,— iu,) +i(dq — bm) (u,— ius) 
EE Us a3 
2am i(ap + cl) (u,+ lus) — (bp + dl) (uy+ tu,) + (ag + cm) (u,—tu,) + i(bq + dm) (u,— tus) 
E ou, en désignant par A la valeur commune des rapports précédents, 
3 U,=A[(aq + dl — bp — cm) u,+ (ap + bg —cl—dm) u, 
4 + (ap + dm — bq —cl)u;+ i(em + dl — bp — aq) u,], 
2 U,=A[(am + cq — bl—dp)u,+ (al + bm + cp + dq) us 
È + é(al+ cp — bm — dgus— i(am + bl+ cq + dp)u], 
E (16) U;=A[i( bl + cq — am — dp)u,+ i(cp + dq — al — bm) uz 
3 + (al+ dq — bm — cp) u;+ (cq + dp — am — bl) u,], 
Z U, = A[é(ag + om — bp — dl}u + (ap + bg + cl-+ dm)us 
4 4 + (bg + dm — ap — clju, + (aq + bp + cm + dlju,]. 
a Pour avoir la valeur de A, calculons le coefficient de uw; dans la 
‘2 somme 2 
 - D EU; + UU; 


on trouve pour ce coefficient 
4200, 


E, 
ÿ 


où 


0 — ad — be, d = lg — mp. 


Li à ARS AUS 3: Ares da 
hi es | ye KM ' a) 


ñ 


RP 


… + 
aa 
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Pour avoir une substitution orthogonale, il faudra done prendre 


(17) he 


si l’on adopte pour A une de ces deux valeurs, les formules (16) nous 
donneront les coefficients d’une substitution orthogonale a quatre va- 
riables 
œ— A(aq +dl — bp —cm), pie A(am+cq —bl —dp), 
t= À(ap + bg —cl — dm), B—= A(al +bm+cp +dg), 
a;—=tA(ap +dm— bq — cl ), B;— iA(al + cp — bm —dg ), 
a,—= tA(em + dl — aq — bp ); B,—=—iA(am + bl + cg + dp ); 


a) ¥1= tA(bl + cq —am—dp), d—= tA(ag +cm—bp — dl ), 
Ya = iA(cp +dq — al —bm), d— th(ap +bq +cl + dm), 
ys3— A(al + dg —bm—cp), = A(bqg + dm— ap — cl ), 
ye À(cg + dp —am—bl ); D (ag + bp + cm +dl ). 


On vérifie sans difficulté que ces coefficients vérifient les relations 


RE XTET 


et les relations analogues. 

A cause du double signe devant le second membre de la formule 
(17), on voit qu’à toute substitution de la forme (A) correspondent deux 
substitutions orthogonales pour les variables u;, qui se déduisent l’une 
de l’autre en changeant w; en — u;; je dirai, pour abréger, que ces 
deux substitutions orthogonales sont opposées. Ce résultat était d’ail- 
leurs évident a priori, si l’on remarque que n et £ ne changent pas 
quand on change u; en — u;. Ces deux substitutions sont droites ; il 
est clair en effet que le signe du déterminant est le même pour ces 
deux substitutions et ne dépend que des coefficients a, b, c, d, l,m, 
p, q. Or, si l’on fait varier ces coefficients d’une manière continue 


depuis les valeurs initiales 
Cet, hse s= 6, (2 Mom Pers NE Vom (0 i g=1, 


le déterminant doit varier d’une manière continue et, comme il est 


toujours égal à Æ r, il doit conserver constamment la valeur initiale . 


>. matt ce cle, ee 
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+ 1. Le même raisonnement nous prouve qu’étant donnée une substi- 
tution orthogonale droite quelconque, on peut toujours imaginer que 
les coefficients d’une substitution orthogonale droite variable varient 
d’une manière continue depuis les valeurs initiales 


I © 18) 
O tl O 
OMOMEIS CO 
O10" ON 


jusqu'aux valeurs données. 

La substitution (B) peut être remplacée par une substitution de la 
forme (A), suivie de la substitution particulière (7/=&,&=y), et 
cette dernière revient à changer u, en —u,. Par conséquent, toute 
substitution de la forme (B) fournit deux substitutions orthogonales 
gauches opposées. 

- Les formules (16) et (18) sont analogues, on le voit, aux formules 
d’Olinde Rodrigues, qui donnent sous forme rationnelle les coeffi- 
cients de la substitution orthogonale à trois variables. Il y a cepen- 
dant une différence entre ces deux catégories de formules, à cause de 
la présence d’un radical dans l’expression de A. Mais, si l’on convient, 
ce qu’on peut toujours faire, de supposer les déterminants 6, à, égaux 


. I : sp ; : 
à +1, on pourra prendre À = =» et l’ambiguité disparaît. Remar- 


quons seulement que, lorsque a, b, c, d changent de signe en même. 


temps, les «;, B;, ... changent de signe, tandis que la substitution 


ie an + b 
~ en+d 


reste la méme. On pourrait alors introduire, au lieu d’une substitu- 
tion linéaire non homogène telle que la précédente, un système de 
deux substitutions homogènes 


n=4M + bn, 
Ya — Chine an; 


ou ad — bc — 1. Le lecteur trouvera bien aisément les modifications 
qu'il faut faire subir aux énoncés précédents. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VI: — Janvier 1889. | 4 
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6. Comme ce travail a surtout pour objet l'étude des transforma- 
tions réelles, il est essentiel de rechercher comment on doit prendre 
les coefficients a, b, c, d, l, m, p, q pour que les coefficients de la 
substitution orthogonale (16) soient tous réels. Supposons, ce qui ne 
restreint pas la généralité, 


ad — be=lq—mp=1, 
et posons, pour abréger, 


| aq —cm =p, ap —cl =HBs, 
dl — bp = ps, bq —dm=py; 


am + C4 = ty, al + cp —=%3, 
bl + dp — iv, bm + dq =; 
(19) 
dq — bm = p;, cq —am=p;, 
al —cp =a, dp — bl = 9,; 
bq +dm=in, aq +cm=T3, 
ap +cl =Int, bp +dl =n, 
Les formules (18) pourront s’écrire, en prenant A = = L 
24ÿ— Py + Pa, 28,—= U(vj— v9), 2¥:=Ups—p,), 20;= Ta — M), 
(18 bis) 2 Oy — . Ps + Pa, 26: — À Vs Vs 2Ya= (ps — Pas 20—— (m+ Ta); 
203 Ü( Us — By), 263 — É(vs— Vi), 2¥3s= Pit ps 203— E(T1— Te), 
Ay É(Ur— pu), 2i—= V4 Vs 2H Pstpn 20, Ts+ me 


. NS . » . 
Pour que tous les coefficients «;, B;, y;, à; soient réels, il faut done 
queles quantités 


(Pay, Po)» (Hs Pa), (%1, Ve), (V3) V4), (P1» Pa) (ps, ex), (Ti To); (Ts, T,) 


solent imaginaires conjuguées deux à deux, et cette condition néces- 
saire est d’ailleurs suffisante. On peut donc écrire 


aq—cm=A-+-Bi, ap— cl= E+Fi, al+ cp=K+Li, am+ cq=—Q+P1 
dl— bp—A—Bi, bga—dm= E— Fi, bm+ dq=K—Li, bl+ dp= DAS 
| aq+cem=C+Di, ap+ cl= H+Gi, al— cp=—=M+Ni, cq —am— a Si 
p+ di=C—Di, bg+dm=—H+Gi, dq— bm—M— Ni, dp— bl= R— Si. 


(20) 


à WU TS 
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A, B, C, D, ... étant réels. On en tire 


2aq =A+C+(B+D)z, 2ap = E+H+(F+G)c, . 
2cm =C —A+(D—B)z, acl = H—E+(G—F)z, 
2d =A+C—(B+D)i, 209 = E—H+(G—F)z, 
2bp =C—A+(B—D)i; 2dm—=—E—H-+(F+G)i; 


eo 2al =K+M+(L+N)z, 2am——Q —R+(P —S):, 
2cp =~K—M+(L—N)z, acq = R—Q+(P+S):, 
2dq =K+M—(L+N)i, 2dp = Q+R+(P—S)z 
2bm=K —M—(L—N)i; 2b1 = Q—R+(P+8):; 


les quantités 
(aq, dl), (cm, bp), (al, dq), (cq, bm), 
(ap, —dm), (cl, —bg), (am, —dp), (cq, — bl) 


devront être imaginaires conjuguées deux à deux. On en déduit aus- 
oe a | Te ‘ À JE b Gerd m 
sitôt que — et — doivent être conjuguées, ainsi que - et +; - et É 
d a c Og 
et 2; ce qui exige que les deux termes de chaque quotient aient le 
m 
méme module. On aura, par exemple, 
a= Re’*?, a= Ree, = ren, q = reïŸ, 
ee het, b= Ree, pare, here 
Les relations (21) se réduisent aux suivantes : 
g+v+o+0=2hn, 
S+U +o! +0 =2h'n, 
p+o+0 +Wÿ=(2h%"+ 1), 
h, h’, h” désignant des nombres entiers. D’un autre côté, la relation 
ad — bc =1 devient, en tenant compte des formules précédentes, 


el(@+) (R? +R?) =1; 


il faudra donc que ¢ + w soit un multiple pair de +, ainsi que Ÿ + 0, 
et que 9’ + w’ et Y’ + 0’ soient des multiples impairs de x. On en con- 
clut que a et d, bet — c, let g, met — q devront être conjuguées. In- 
versement, si ces conditions sont remplies, les valeurs des coefficients 
a;, B;, Y: à, fournies par les formules (18), seront réelles, sans qu'il 


\ 
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soit nécessaire de supposer ad — be = lq — mp ea as: Ainsi, on obtient 
toutes les substitutions orthogonales droites a coefficients réels en prenant 
toutes les substitutions de la forme 
,— ants . p — tm 

‘a lo — MoË 
Ayy Dos Los Mo Étant les i imaginaires conjuguées de a, b, l, m. 

Remarquons que la forme particuliere des substitutions a laquelle 
nous sommes conduits est précisément celle qui convient aux rota- 
tions réelles d'une sphère autour d’un diamètre ('). Cette remarque 
nous sera tres utile dans la suite. L’indétermination provenant du 
double signe devant le radical /2¢, dans les formules (16) et (18) peut 
se lever aisément, sans qu’il soit nécessaire de supposer 6 = à, =1. 
Ces déterminants aa, + bb,, Ul, + mm, étant réels et positifs, on con- 
viendra, par exemple, de prendre pour le radical la valeur arith- 
métique. 

Si l’on suppose que les deux variables n et £ subissent la même 
substitution linéaire, c’est-à-dire si l’on prend 


[femal mb, pre; Ms À F 


les formules (18) deviennent 


aI, A, —O, As — 0; a, — O, ’ 
pe _&+bt+c+d 8 __ Ua? +c? — b? — d?) 3 __— (ab + cd) 
ae ot a(ad—be) ? sts 2(ad — bc) ; ad bene 
zp __ U(c? +-d? — a? — b?) _@+d—b— 0c! _ __cd— ab 
ESC to Bad der se o(ad— be) ? ede? Ew + 
i: __ t(ac + bd) _. bd— ac , ad+ be : 
Se DOS rer” Per ri MP a te) Dir er 


On retrouve les formules bien connues qui représentent les coefficients 
d’une substitution orthogonale à trois variables, et qui sont équiva- 
lentes aux formules d’ Olinde Rodrigues. 
Une substitution orthogonale gauche résulte d’une Rte 7 
droite suivie de la Suh on particulière | 


U.=— wy, U, = us, U;=u;, Ua 


(1) Dansoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. I, p. 36; 1887. 
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que l’on obtient en échangeant n et &. Par suite, on aura toutes les 
substitutions orthogonales gauches à coefficients réels en prenant toutes 
les substitutions de la forme 


(is 


at + b i. nem 
aes ERA ae 
ay — bo ly — mon 


ay, by, los M, étant les imaginaires conjuguées de a, b, l, m. 
- Revenons maintenant aux transformations isogonales de l’espace. La 
substitution particuliére 


U,;=— 4, U,=— uw, U;=— us, Uy — 4, 


définit, comme on s’en assure aisément, une inversion par rapport à 
la sphère imaginaire (2’). Je dirai encore que deux transformations 
sont opposées quand, en faisant suivre l’une d’elles de l’inversion 
précédente, on obtient la seconde. Nous pouvons alors énoncer les 
propositions suivantes : 


Toute substitution de la forme 


, an+b = lE+m 
~ ay — bon’ by = mE” 


ou a,, b,, l,, M, sont les imaginaires conjuguées de a, b, l, m, fournit 


deux transformations droites réelles et opposées. 


Toute substitution de la forme 


,_ aë+b qs Intm 
: Tag he ti — myn 


où ay, Vos los M, sont les imaginaires conjuguées de a, b, 1, m, fournit 
deux transformations gauches réelles et opposées. 

On obtient par ce procédé toutes les transformations isogonales réelles 
qui font revenir sur elle-méme la sphère imaginaire CE), 


Remarquons encore que l’une des transformations droites fournies 


par la substitution a 
jane 0 pe aë + b 
T'as Ay — DE 


. ‘ . y 9 . . 
se réduit à une rotation autour d’un axe passant par l'origine. 
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7. Avant d'aller plus loin, je rappellerai les principales définitions 
empruntées à la théorie générale des substitutions ('). Une substitu- 
tion d’une nature quelconque, opérée sur une ou plusieurs quantités, 
sera désignée d’une manière générale par une des lettres S, T, U, 


V,.... La substitution 
z; f(z)] ou [z,y;f(x, y), O(% y) 


sera l'opération qui consiste à changer z en f(z), ou celle qui consiste 
à changer æ et y en f(a, y) et o(a, y). L'opération inverse de [z; /(z)| 
ou de S sera représentée par [s; f~'(z)] ou par S~'; le produit de 
deux substitutions est l'opération qui consiste à faire successivement 
ces deux substitutions. Un système de substitutions forme un groupe 
si la substitution inverse d’une substitution du système et le produit 
de deux substitutions quelconques du système fait également partie du 
système. Un groupe A est isomorphe à un autre groupe B, si à toute 
substitution de B correspond une et une seule substitution de A et de 
telle sorte qu'au produit de deux substitutions de B corresponde le 
produit des deux substitutions correspondantes de A. Si B est égale- 
ment isomorphe à A, les deux groupes sont isomorphes entre eux et 
l’isomorphisme est holoédrique ; autrement il est mériédrique. 

Nous pouvons déduire de ce qui précède des exemples de ces deux 
espèces d’isomorphisme. Considérons le groupe B des huit substitu- 
tions orthogonales 


[ iy Us, Us, Uy; Uy, Tu, Eu, + uy, |; 


a ce groupe nous pouvons faire correspondre, d’apres le paragraphe (5), 
un groupe A formé des huit substitutions 


je : er lic 
Mes eny e615 <] 1, Es eb, en|, jn 85 oe 


3|o 


) In, Re F 


oùe—+1.Le groupe A est évidemment isomorphe au groupe B et, 
comme les deux groupes sont du même ordre, l’isomorphisme est ho- 


(1) Serrer, Traité d’Algebre supérieure (Paris, 1879). — C. JoRDAN, Traité des sub- 
stitutions et des équations algébriques (Paris, 1880). — WaALTHER Dyck, Gruppen- 
theoretische Studien (Mathematische Annalen, Band XX et XXIL) 


a ag ee DR 


SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC. Sie 


loédrique. Au contraire, prenons le groupe B’ des seize substitutions 
| tery Rtg, Ws, Uy; uw, Eu, + us Usd; 


le groupe A est encore isomorphe au groupe B’, mais l’isomorphisme 
est mériédrique. 

Désignons par TS le produit des deux substitutions S et T, la substi- 
tution T étant effectuée la premiere; en général, les deux substitutions 
TS et ST sont distinctes. Si l’on a 


TS Tr, 
les substitutions sont dites permutables. Dans le cas général, on a 
ele es, 


S’ désignant une substitution différente de S, qui est appelée la ¢rans- 
formée de S par T; les substitutions S et S’ sont semblables. Si l'on 
prend les transformées par T de toutes les substitutions d’un groupe G, 
ces nouvelles substitutions forment encore un groupe G’, qui est sem- 
blable à Get qui se confond avec G si la substitution T fait partie de G. 
Il est clair que deux groupes semblables sont isomorphes entre eux. 
Un groupe G est dit permutable à une substitution T, si le groupe trans- 
formé de G par T coincide avec G. 

Soit g un sous-groupe de G; ce groupe est appelé sous-groupe dis- 
tingué s’il est permutable à toutes les substitutions de G. Un groupe 
quelconque contient toujours deux sous-groupes distingués : le groupe 
lui-même et le groupe qui se compose de la substitution identique. S'il 
n’en contient pas d’autre, il est dit sumple; c'est un groupe composé dans 
le cas contraire. 


8. Soient C, C’ deux cercles situés dans deux plans rectangulaires 
P, P’, qui se coupent suivant la ligne des centres 00'( fig. 1), et tels que 
les points a’, b’ soient conjugués harmoniques par rapport aux points 
a et b. Les deux cercles C, C’ seront appelés conjugués. Il est clair que 
le cercle C admet +? cercles conjugués passant par deux points fixes 
imaginaires sur la perpendiculaire au plan P menée par le point O, 
points qui sont les centres des sphères de rayon nul passant par le 
cercle C. Les cercles conjugués du cercle C peuvent aussi être consi- 
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dérés comme les trajectoires orthogonales des sphères passant par C; 
deux sphères quelconques passant par deux cercles conjugués se cou- 
pent orthogonalement. II résulte immédiatement de ces proprietes que 
‘toute transformation isogonale change un système de deux cercles 
conjugués en un nouveau système de deux cercles conjugués. 


Fig. 1. 


Les transformations droites les plus simples doivent résulter de 
deux inversions successives; comme, dans l'hypothèse où nous nous 
plaçons, les sphères d’inversion doivent couper orthogonalement la 
sphère (2’), ces sphères se coupent toujours suivant un cercle réel et 
nous sommes amenés à étudier en particulier les transformations qui 
proviennent de deux réflexions successives sur deux sphères se cou- 
pant suivant un cercle réel. Soient (Z,), (Z,) deux sphères se cou- 
pant suivant un cercle réel C sous un angle w; soit m un point quel- 
conque de l’espace, C’ le cercle conjugué de C passant par m, (%;) la 
sphere passant par C et par m. Après les deux réflexions successives 
sur les sphères (£,) et (E,), la sphère (2;) est remplacée par une 
sphère (£,) passant par C et coupant la sphère (2,) sous un angle 
20; quant au cercle C’, qui est orthogonal aux deux sphères (£,) et 
(2, ), il est conservé par ces deux réflexions. Le point m’, image de m, 
se trouve donc à l’intersection du cercle C’ et de la sphère (Z,). L’opé- 
ration précédente peut donc être définie sans faire intervenir les sphères 
(Z,) et (2,); ces sphères ne jouent qu’un rôle auxiliaire et peuvent 
être remplacées par tout autre système de deux sphères passant par C 
et se coupant sous le même angle w. Cette transformation présente, 


D, go pts D 


NOR 0 ue be 
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comme on voit, beaucoup d’analogie avec la rotation autour d’une 
droite D, les plans passant par D étant remplacés par les spheres 
passant par C et les parallèles par les cercles conjugués de C; pour 
abréger, j'appellerai cette transformation une rotation autour du cercleC. 
On pourrait d’ailleurs étendre sans difficulté la construction au cas où 
le cercle C est imaginaire. | 

Soient S et T deux transformations isogonales de l’espace ; la trans- 
formation TST-'— S’ sera une transformation de même nature, sem- 
blable à S. Il est clair que toute transformation semblable à une in- 
version est une inversion; cela résulte, si l’on veut, de ce que deux 
points symétriques par rapport à une sphère sont caractérisés par cette 
propriété que tout cercle passant par ces deux points est orthogonal 
à la sphère d’inversion. De même, toute transformation semblable 
à une rotation d’un angle w autour d’un cercle est une rotation d’un 
angle w autour d’un autre cercle. 


9. Au moyen de ces remarques, on peut décomposer très simplement 
toute transformation de l'espèce considérée en une suite d’inversions. 
Cherchons d’abord ja condition pour que la substitution 


La aë + b A | 
> 
eer ea pn | 


qui caractérise une transformation gauche, définisse une inversion. La 
substitution orthogonale qui caractérise une inversion doit admettre la 
période 2; il en sera évidemment de même de la substitution précé- 
dente, ce qui exige que les deux substitutions 


, an + F at] 
der Gk 1) on +q 


soient inverses l’une de l’autre. On pourra alors supposer 


et la substitution précédente s’écrira 


z. aë+b b—dn] 
(22) nn; 6; co Ed’ en Ta 
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Inversement, à toute substitution de la forme (22) correspond une sub- 
stitution orthogonale qui reproduit identiquement tout système de va- 
leurs (4,, Us, Us, Uy ) vérifiant la relation 


« (a+d)u+(c—bu:+i(c+ bjus+i(a— du, =0; 


on le vérifie immédiatement au moyen des formules (16). Par suite, la 
transformation quadratique correspondante ne change aucun point de 
la sphère 


(23) (a+ d) (a? + + 3271) + 2[(ce — b)x + ie + b)y + i(a — d)s]=0; 


c'est donc une inversion par rapport à cette sphère. Je dirai, pour 
abréger, que la sphère (23) correspond à la substitution 


À toute substitution linéaire de cette forme on peut donc associer 
une sphère orthogonale à (Z’); pour que cette sphère se réduise à un 
plan passant par l’origine, il faut et il suffit que a + d = 0, c’est-à-dire 
que la substitution considérée soit de période 2. 

Prenons deux sphères (£,), (2,) orthogonales à (£’), ayant pour 
substitutions caractéristiques 


[Esp [8s ¥(S)], 


et soit (2,) la sphère symétrique de (£,) par rapport à (Z,), qui est 
orthogonale comme les premières à ( 2’). Proposons-nous de trouver la 
substitution caractéristique de (Z,). Il suffit de remarquer pour cela 
qu'une réflexion sur (£,) équivaut à la suite de trois réflexions succes- 
sives sur (X,), sur (£,) et sur (Z,). Cette inversion correspond, par 
conséquent, à la substitution linéaire 


Un, 65 (pt (H(E))), S(e(y-4(n) ) 1s 
la substitution caractéristique de (3, ) sera done 
[55 go (HE) ))I 


Si les substitutions [és pCO [Ss CO] font partie d’un groupe G, la 
nouvelle substitution fera encore partie de ce groupe. A tout groupe 


: 
3 
| 


LATE 
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de substitutions linéaires de cette forme, on peut donc rattacher un 
système de sphères orthogonales à la sphère (Z’), jouissant de la pro- 
priété suivante : Étant données deux sphères quelconques du système, 
la sphère symétrique de l’une d'elles par rapport à l’autre fait encore partie 
du système. On aurait encore un pareil système de sphères en prenant 
toutes les substitutions d’un groupe de période 2; mais ces sphères se 
réduisent, comme on l’a vu tout à l'heure, à des plans passant par l’ori- 
gine. Si le groupe considéré est d’ordre fini, on sera conduit à un sys- 
teme composé d'un nombre limité de sphères. Nous reviendrons plus 
loin sur ce sujet. 

Soit maintenant S une substitution droite orthogonale et réelle à 
quatre variables, et soit 


En, & p(n), Y(È)] 


la substitution correspondante de la forme (A). Cette substitution peut, 
comme on sait, être mise sous la forme 


ei a ET eee 
(= : ere | 


où 

ADS CUS — i 
0 et o étant réels, et b,, d, désignant les imaginaires conjuguées de b 
et de d. Désignons par T la eb JIunen Se droite qui corres- 
pond à à la substitution linéaire 


iS Bees IPSS 
Fa ae ee ED 


substitution réelle, comme il est aisé de s’en assurer. La substitution 


semblable aS 
TS bate 5! 


correspondra à la substitution linéaire 
[u, Ë; en, ef). 


Pour avoir les coefficients de la substitution S’, nous ferons, dans 
les formules (16), 


a= et, be OF=0;, aaa, 


Lan, His Di 0 pat: 
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elles deviennent, en choisissant convenablement le signe, 


— 0 : —§ 
. U, = (lt OR — ll, sin ? = ’ 

; 2 2 
. o—06 o — Ô 
Bharati SMa Alls cos À ? 

2 3 

(24) 

| + 0 . +0 
U, = 4, cos RD Le uw, Sin À ; 

2 D) 
. +0 o + 4 
Us = uy sin ? - ote 23 208 


Ces formules mettent en évidence le théoreme suivant : 


Le déterminant de toute substitution droite orthogonale réelle a quatre 
variables peut être ramené à la forme canonique 


cosa — sina o o 

ns sine COS 6) (o) co) 
ee) (a) 0 cosa’ —sinw’ 
0 0 sina’ COs)’ 


Comme les angles 0 et © ne sont déterminés qu'à des multiples pres 
de 27, les angles w et w’ de la substitution (24) admettent deux sys- 
temes de valeurs (w, w’) et (w + 7, w’+ 7); on retrouve ainsi les deux 
substitutions orthogonales qui correspondenta la substitution 
En particulier, la substitution [u;; —u,| s'obtient en prenant 
a as I, 
La substitution (24) peut étre décomposée en deux substitutions 
permutables ; 
: | 
| Us 7C0s CRE us Sin free 


2 


(26) ‘ aE : 
| U, = us sin ? — + uy cos 2 A, 
2 2 
\ eu, ER 
L 
U, = U, COS Ps Ut sin ee Be 
2 2 


D 
I 
— 

— 
| 
D 


Uys uy sin ne + U, COS 


ï us, US | Us. 


Le, dd 
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Revenons aux coordonnées a, y, 3, X, Y, Z; les formules précé- 
dentes deviennent 
X= x cose — y sino, 


(26') { Y=2 sino + ycoso, 
Lens: 
ane 2x 
(a=. y* 4228) 1 — cosw’) + 22 sinw’+-1+ cos!” 
2 
(271) Y J 


~ (+ y? + 2?) (1 — cosw’) + 22sinw'+1+ cose’ 
Pi (2? + y? + 2? — 1) sinw’+ 23 cosa)! 
(2? + y? + 32)(1 — cosw') + 22 sinw’+1-+ cosa” 


— 


La premiere substitution définit une rotation d’un angle w autour 
de Oz; quant à la seconde, il est aisé de vérifier directement qu’elle 
définit une rotation d’un angle w’ autour du cercle 


0, MORT Er 0. 
On peut encore s’en assurer comme il suit. Faisons dans les formules 
if 
# Là G) . 
générales (24) 9 =— 0 = —- On aura » — 0, et la transformation 


(27) correspond par conséquent à la substitution linéaire 


iw! to | 
Ce 2 2 
Est TS n, € ë ? 


qui est elle-même équivalente à la suite des deux substitutions 


AOC 
Fe eo a ar er eae 


La premiere définit, nous l’avons vu, une inversion par rapport a la 
sphere 


ok 2 2 2 
22 COL—=- + 2° + y" +s" —A—O, 
4 


et la seconde une inversion par rapport à la sphere (2). Ces deux 
sphères se coupant suivant le cercle C, qui a pour équations 


20; MAY tree 0, 


38 E. GOURSAT. 


la résultante des deux inversions est bien une rotation autour de ce 
cerele. 

Le cercle C et l'axe Oz forment évidemment un système de deux 
cercles conjugués orthogonaux à (’). Si nous revenons maintenant à 
la transformation S considérée, nous pouvons énoncer la proposition 
suivante : 


La transformation isogonale droite la plus générale qui fait revenir sur 
elle-même la sphère imaginaire (Z) résulte de deux rotations autour de 
deux cercles conjugués C, C’, orthogonaux a(x’). 


Les cercles C, C’ seront appelés les cercles principaux de la transfor- 
mation ; ils sont analogues aux pôles du diamètre fixe dans la rotation 
d’une sphère autour d’un de ses diamètres. Mais il faut remarquer 
que, dans la transformation, ces cercles ne sont pas fixes et qu'ils 
glissent sur eux-mêmes. Comme une rotation résulte elle-même de 
deux inversions, on peut encore énoncer le théorème suivant : 


Toute transformation isogonale droite qui fait revenir sur elle-même la 
sphère (X') est équivalente (et d’une infinité de manières) à une suite de 
quatre inversions, les deux premières sphères d’ingersion étant orthogo- 
nales aux deux dernières. 


Une transformation de cette espèce ne peut pas en général être 
remplacée par deux inversions, car elle se réduirait à une rotation 
autour d’un cercle. On voit en même temps, d’après les développe- 
ments qui précèdent, quelle est la condition pour que la substitution 


[n, ef o(n), d(E)] 


corresponde à une suite de deux inversions. // faut et il suffit que les 
substitutions linéaires 


[n; o(n)], [E; ¥(&)] 


aient les mêmes multiplicateurs. 
Les raisonnements qui précèdent ne s'appliquent plus à la substi- 
tution droite [w;; — u;] qui définit une inversion par rapport à la 
t , / U 1 A 4 
sphere (Z’). Cette transformation peut étre remplacée par deux rota- 
tion : : jugué 
s de = autour de deux cercles conjugués quelconques orthogonaux 


PPT RATER ee! 


4 


% 


Lust ne Lit be 


+a YR Me Lie nu, 


‘wie? 
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à (2). Les transformations droites se classent d’après cela en deux ca- 
tégories, suivant qu’elles résultent de deux ou de quatre inversions. 

Soit maintenant U une transformation gauche définie par une sub- 
stitution de la forme 


i) 


| Je aë + b | 


ch+d pn+g 
soient « et 8 les points doubles de la substitution 


ln + m 
Qa —— 
PN q 
on == 7 
PA + q 


et y, ô les points doubles de la substitution 


aë+b 
ct + d 
aë + b 
cé +d 


== 778 


(3% 
C5 


pad, 


La substitution écrite plus haut pourra encore s’écrire 


Désignons par T la substitution orthogonale droite qui correspond à 
la substitution linéaire 


Nees a ee. 5 
ee Looe 


cette substitution est encore réelle, car on a les mémes relations que 


plus haut 
ab, == 705 re 


La substitution TUT-' =U’, semblable à U, sera définie par une 
substitution-linéaire de la forme 


Pietra, een |, 


où 0 et o devront être réels. Les formules (16) nous donnent alors, 
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pour la substitution orthogonale correspondante, 


— 6 . Oo— 
U,=—u, cos ‘4 + u, sin ‘3 ? 
AUS 4 ey Fe 
Use 3 + Uy, COS “—— 5 
o+ 0 . O+ 8 
Ur cos 7 ds SDS 
TDR ET o + 4 
= uy sin Ÿ + Us COS — : 

2 


Les deux premières formules définissent une transformation par 
symétrie relativement à une sphere passant par le cercle 


4 04 e+ y+ =, 


et les deux dernieres une rotation autour de Oz. En revenant a la trans- 
\ 
formation U, on peut donc énoncer le théorème suivant : 


Toute transformation gauche de Vespéce considérée peut être remplacée 
par une rotation autour d’un cercle C, orthogonal a (£’), suivie d'une 
inversion par rapport à une sphere orthogonale au cercle C et à la sphere 
(2"). 

On voit de plus que éoute transformation gauche peut être remplacée 
par trois inversions, deux des sphères d’inversion étant orthogonales à la 
troisième: | 

La forme canonique du déterminant d’une substitution gauche or- 
thogonale est par conséquent la suivante : 


I oO re) Le) 

Oo” == TI oO oO 

0 o cosw —sinw 

0 o sin COS ®) 
15 


10. Imaginons l'espace ou une portion de l’espace divisé en régions 
Ro, R;,.. , Rj, .... jouissant de la propriété suivante : lorsque le point 
(dos Yo. =o) décrit la région Ro, le point (a, y, 5;), qui se déduit du 
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point (Lo Yo» 20) au moyen d’une transformation isogonale S,, décrit 
la région R;. En d’autres termes, la région R, se déduit de la région R, 
par i transformation S;. En répétant les raisonnements SES 
par M. Poincaré au début de son Mémoire sur les groupes fuchsiens 
(Acta mathematica, t. I, p. 12), on reconnait que : 1° les substitu- 
Hons. S,—1,'S),..., Su doivent former tn groupe discontinu; 
2° les régions Ry, R,, ..., R,,... divisent l’espace régulièrement en 
une infinité ou en un nombre fini de régions toutes congruentes ou 
symétriques entre elles. 

La recherche des divisions régulières de l’espace en régions con- 
gruentes ou symétriques est donc ramenée à ce problème : 


Construire tous les groupes discontinus de substitutions linéaires ortho- 
gonales a cing variables. 


Si les transformations considérées conservent une sphère fixe, nous 
sommes conduits à distinguer trois cas : 

1° La sphere fixe est réelle; on peut supposer qu’elle se réduit à un 
plan, et le problème revient en réalité à la recherche des groupes 
fuchsiens et kleinéens. 

2° La sphère fixe se réduit à un point. Supposons ce point rejeté à à 


l'infini; on est conduit à la recherche des groupes de mouvements, dans 


le sens ordinaire du mot ('). 
3° La sphère fixe est imaginaire. Nous supposerons que cette sphère 
fixe coincide avec la sphère (2’) qui a pour équation 


tres De lt), 


D’après ce qui a été dit plus haut, le problème revient lui-même a 
la recherche des groupes discontinus formés de substitutions linéaires 
orthogonales à quatre variables. Soit G un pareil groupe; d’après les 
développements du n° 5, il y correspond un groupe discontinu G,, 
isomorphe au premier, formé de substitutions de la forme (A) ou (B). 
Si le groupe G ne contient pas la substitution [u;; — u,], G sera lui- 
même isomorphe a G, et l’isomorphisme sera holoédrique. Dans le cas 
contraire, il sera mériédrique. 


1) ScHÔNFLIES, Mathematische Annalen, Bd. 28 et 29. 
Ann. de l’Ec. Norm. 3° Série. Tome VI. — Février 1889. 6 
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Inversement, si l’on connaît un groupe G, formé de substitutions 
linéaires de la forme (A) et (B), on en déduira aussitôt un groupe 
discontinu G de substitutions orthogonales auquel G, sera mériédri- | 
quement isomorphe. Il pourra arriver aussi que ce groupe G ren- : 
ferme des sous-groupes d'indice 2, auxquels G, soit holoédriquement | 
isomorphe. Je me bornerai, dans ce travail, à la recherche des groupes | 
d'ordre fini, c’est-à-dire au probleme suivant : 


Construire tous les groupes d'ordre fini de substitutions linéaires de la 
forme 


(A) 


LL opines tj 


-, an+d; ed 
iS PR 
en+d; pi + qi 


ou de la forme 
ae a,b + b; lEn+m; | 
NL EU 


Ces groupes sont très nombreux, comme on le verra par l’énuméra- 
tion ci-dessous. Il est clair que nous ne regardons pas comme distincts 
deux groupes semblables entre eux. 


(B) 


11. Je dirai qu’un groupe est de la premiere famille, lorsqu'il ne 
contient que des substitutions de la forme (A), et qu'il est de la se- 
conde famille lorsqu’il content à la fois des substitutions de la forme 
(A) et des substitutions de la forme (B); un groupe quelconque de 
la première famille sera désigné par H, et un groupe quelconque de 
la seconde famille par K. Il ne peut pas exister de groupe ne conte- 
nant que des substitutions de la forme (B); car le produit de deux sub- 
stitutions de la forme (B) est une substitution de la forme (A). Cepen- 


dant, si le groupe ne contenait qu’une substitution de la forme (B), 
telle que 


n, §3; : 
M ob ae di EN le 


| » a&+b | 


il n’y aurait également qu’une substitution de la forme (A) 


EME els 


et le groupe se réduirait à ces deux substitutions. Laissant de côté ce 
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cas particulier, nous voyons que tout groupe K contient un certain 
nombre de substitutions de la forme (A); comme le produit de deux 
substitutions de cette forme est une substitution de méme forme, on 
en conclut que tout groupe de la seconde famille contient un sous- 
groupe de la première famille, formé par toutes les substitutions du 
groupe qui sont de la forme (A). Nous sommes donc amenés à résoudre 
d'abord le problème suivant : 


Construire tous les groupes d’ordre fini, formés de substitutions de la 


forme (A), 


La Unb; Le +m; 
2 = 4 
ae ema d; Pié + qi 


Posons, pour abréger, 


il est clair que toutes les substitutions 
[us fi(n)] 


devront former un groupe d’ordre fini G. De méme, toutes les substi- 


tutions 
Lé3 2(&)] 


formeront un groupe d’ordre fini G,. Réciproquement, étant donnés 
deux groupes G et G,, d'ordres m et x respectivement, si l’on combine 
chaque substitution de G avec toutes les substitutions de G, respecti- 
vement, on obtient un groupe H d’ordre mn, que j’appellerai groupe 
complet; mais il s’en faut de beaucoup qu'on obtienne ainsi tous les 
groupes H d’ordre fini. Supposons, par exemple, que les deux groupes 
G et G, soient holoédriquement isomorphes; si l’on associe à chaque 
substitution de G la substitution correspondante de G,, il est clair 
qu’on obtiendra un groupe H de même ordre que G et G,. On est donc 
conduit à traiter la question suivante’: Etant donnés deux groupes 
d'ordre fini G et G, de substitutions linéaires à une variable, associer de 
toutes les manières possibles les substitutions de G a celles de G,, de façon 


à former un groupe H. 


44 E. GOURSAT. 


Ce groupe H contiendra un certain nombre de substitutions de la 
forme | 


[n, Ë; ur ox(ë)]; 


les substitutions 


LE; px(8)] 


formeront évidemment un groupe g, identique à G, ou à un sous-groupe 
de G,. De même, le groupe H renfermera un certain nombre de substi- 
tutions de la forme | 

[n, 65 fin), €}, 
et les substitutions 

[ns f;(n)] 

formeront un groupe g, contenu dans G. Soient m, n, p, v les ordres 
respectifs des groupes G, G,, g, g,. Si l’on combine de toutes les ma- 
nières possibles une substitution de g avec une substitution de g,, on 
obtient un groupe /, formé des substitutions 


[n, es Fin), ox(&)] (Jee 177 ee: fe'sos 35 Byte Say 1) 


et d'ordre py. Ilest clair que le groupe À est contenu dans H, et, si l’on 
désigne par M l’ordre de H, on aura 


M = Du, 


D désignant un nombre entier. J’appellerai le sous-groupe complet 
principal de H. 

Il est aisé, d’après cela, de se rendre compte de la composition du 
groupe H. On voit d’abord que toute substitution de G est associée 
dans H avec v substitutions différentes de G,, et v seulement. En eflet, 
si H contient la substitution 


-. an+b litm 
Ns G; ) = ) 
Cn + d PE + g 


il contiendra aussi les y substitutions 


. an+b Lo,(Ë 
E Ps i pt] hr A 


Cn + d’ POR) + g 


qui sont évidemment distinctes. De plus, le groupe H ne contiendra 


LE de 4 
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pas d’autre substitution où figure la substitution 
D) 
cn + d 
du groupe G. En effet, une telle substitution pourrait s’écrire 


[» r,an+b IT(E)+m 
7° cn+d’ pr(b)+q]} 


r(Ë) désignant une fonction linéaire de & différente des o,(&)s. par 
suite, le groupe H contiendrait la substitution 


[2s BLE] 


et le groupe g, la substitution [£; x(£)|, contrairement à l'hypothèse. 
On verrait de même que chaque substitution de G, doit figurer dans H, 
associée à p substitutions différentes de G, et à u seulement. On aura 


donc 
M=— my—n, 


et, par suite, 
== D, RD: 

les sous-groupes g et g, sont par conséquent de même indice dans les 
groupes G et G,. De plus, g et g, sont des sous-groupes dstingues. 
Soit en effet T une substitution quelconque de G, T’ une substitution 
correspondante de G,, S une substitution quelconque de g et S’ une 
substitution quelconque de g,. Le groupe H contiendra la substitu- 
tion obtenue en associant les deux substitutions correspondantes 


POS at's toe! 


effectuées respectivement sur les variables y et £. Comme on peut sup- 
poser que S’ se réduit à la substitution identique [£; £], on voit que 
la substitution TST-' doit appartenir au groupe g, c’est-à-dire que ce 
groupe est permutable a toutes les substitutions de G. On verrait de 
même que g, est un sous-groupe distingué de G,, et par suite 2 sera 
un sous-groupe distingué de H. 

Il faudra donc que les groupes G et G, admettent deux sous-groupes 
distingués de même indice g et g,. Si ces deux sous-groupes se con- 
fondent avec les groupes G et G,, l'indice est l’unité, A se confond 
avec H, qui est alors un groupe complet. Si G et G, sont isomorphes 
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holoédriquement, on peut supposer que g et gy Se réduisent a la sub- 
stitution identique; c'est le cas qui a été considéré plus haut. Il 
pourra arriver aussi que l'un des groupes g et 8 seulement se réduise 
à la substitution identique, comme on le verra plus loin. Considérons 
le cas général où les sous-groupes g et g, sont d'indice D. Les substi- 
tutions de G et de G, pourront être groupées dans l’ordre ci-après : 


I S, S, Sr 0 8 1 
T) UITIS HE. SARL oe Ne 
GT, CSS as ee see 
Tp Toi Si Tp 5S, oo Ty-1Sp-1 
I S) Se a Si 
dd i Ss) iy S, aA. T, hres 
GATE ETES ON ESPN PONT SNS 
Toa Tes, Teas: TN 


On forme ces Tableaux comme il suit. Sur la première ligne de G on 
écrit toutes les substitutions de g et sur la premiere ligne de G, toutes 
les substitutions de g,. On prend ensuite pour T, une substitution 
de G ne faisant pas partie du groupe g, et pour T; une substitution 
de G, qui doit être associée à T, dans le groupe H. On prend ensuite 
pour T, une substitution de G n’appartenant pas aux deux premières 
lignes, et ainsi de suite. D’après ce qui a été dit plus haut, on ob- 
tiendra le groupe H en associant une substitution prise dans G avec 
les y substitutions de G, qui appartiennent à la ligne de même rang 
que la substitution prise dans G. En opérant ainsi, on obtient bien un 
système de Duy substitutions de la forme (A); tout revient à exa- 
miner à quelles conditions ces Duy substitutions forment un groupe. 
Vee gine pec at de quelconques de G, Tic, TiS, 

LE groupe G, qui doivent être associées respec- 
livement aux précédentes dans le groupe cherché H, 


(4, J =0, 1,2,..., D — 1), (p, R—0,1,2,. ., eS), 


| 
| 
| 
| 
| 


SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC. 47 
Le groupe H devra contenir aussi les deux substitutions associées 
Toho IR Dos 


Supposons en particulier ¢ = & = 0; la seconde substitution se ré- 
duit à T;T;, c’est-à-dire à une substitution déterminée du groupe G,, qui 
appartient par exemple à la Aïèwe ligne. Il faudra done que la substitu- 
tion de G 

To TS. 


appartienne toujours à la même ligne, quels que soient les indices ¢ 
etm, pourvu que 1 et 7 restent les mêmes. C’est en effet ce quia lieu; 
le groupe g étant permutable aux substitutions de G, on a une rela- 
tion de la forme 


LS 1; Se ou Sol; T,Se, 
et la substitution précédente peut être remplacée par la substitution 


qui appartient à la même ligne que la substitution T,T;, quels que 
soient p et T. 

Ainsi, quand on combine une substitution de G appartenant à 
la sème ligne avec une substitution appartenant à la je ligne, la 
substitution résultante appartient à la Aïe, 2 étant un nombre entier 
qui dépend seulement des nombres z et 7. Si, pour abréger, on repré- 
sente par (4, 7) le rang de la ligne à laquelle appartient la substitution 
T,T;, on aura D? relations de la forme 


(28) (G/)=h. 

Ce qui précède s’applique aussi au groupe G, : si l’on représente 
par (7,7), le rang de la ligne à laquelle appartient la substitution 
TT’, il faudra que l’on ait, pour tous les systèmes de valeurs de z et 

1 
de 7, 
(29) (jh (GJ). 

En résumé, pour avoir tous les groupes H que l’on peut former avec 
deux groupes d'ordre fini G et G,, on commencera par déterminer deux 


sous-groupes distingues g et gy de méme indice; les substitutions des 
de, 
groupes G et G, étant écrites comme plus haut, il faudra examiner st l’on 


48 E. GOURSAT. oa 


peut faire correspondre ces lignes de façon que toutes les relations (29) 
soient vérifiées simultanément. Sil en est ainsi, on obtiendra un groupe H 
en associant de toutes les manières possibles les substitutions de G et de G, 
qui appartiennent à des lignes de même rang dans les deux Tableaux. 


12. On peut énoncer la règle précédente sous une forme un peu 
différente. Supposons que toutes les relations (7,7), = (4,7) soient 
vérifiées, et soit G, un groupe formé de D substitutions d’une nature 

uelconque 
E À U,, U;, cae Up, 
qui vérifient les D? relations analogues aux relations (28) 
( 28’) U;0;= Ur. 


Si un tel groupe G, existe, il sera isomorphe à la fois aux deux 
groupes G et G, ; en effet, faisons correspondre la substitution U; aux 
u substitutions de G de la ze ligne, les relations (28) et (28) éta- 
blissent précisément l’isomorphisme. Or nous verrons plus loin que 
l’on peut toujours trouver un groupe G, de substitutions linéaires 
remplissant les conditions précédentes, quels que soient le groupe G 
et le sous-groupe distingué g. 

Réciproquement, soit G, un groupe de substitutions linéaires iso- 
morphe à la fois à G et à G,; si l’on associe les substitutions de G et 
de G, qui correspondent à une même substitution de G,, on vérifie 
immédiatement que l’on obtient de cette façon un groupe H. On est 
donc conduit à la règle suivante : 


Pour former un groupe Wen associant les substitutions de deux groupes 
d'ordre fini G et G,, on déterminera un groupe G, tsomorphe à la fois à G 
et à G,, puis on associera les substitutions de G et de G, qui correspondent 
a une même substitution de G,. 


Remarquons que le groupe auxiliaire G, n’est pas complètement dé- 
terminé, mais peut être remplacé par tout autre groupe holoédrique- 
ment isomorphe à celui-là. 


13. Il est nécessaire, pour continuer, de rappeler les principales 
propriétés des groupes d'ordre fini de substitutions linéaires non ho- 


¢ 


que nous écrirons aussi 
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mogènes à une seule variable ('). Suivant la méthode de Riemann, 
représentons la variable 3 = «+78 par le point (x, 8) dans le plan 
des «8; puis faisons la projection stéréographique de ce point sur la 
sphère de rayon 1 qui a son centre à l’origine, en prenant pour pôle 
le point de cette sphère situé sur la partie positive de l’axe Oy. La va- 
riable z représente le point ainsi obtenu. Toute substitution linéaire 


+ TEEN) 
Der di 


arr 0 
rs LA 


définit une rotation de la sphère autour d’un axe passant par son 
centre, pourvu qu’on puisse la mettre sous la forme 


5 Br 6 


DB ————— , 
do — boz 


a, et b, étant les imaginaires conjuguées de a et de b. Si l’on con- 
sidère le groupe des rotations qui font revenir sur lui-même un po- 
lyedre régulier, les substitutions linéaires correspondantes formeront 
évidemment un groupe d’ordre fini. Inversement, tout groupe d’ordre 
fini de cette espèce est semblable à un des groupes ainsi obtenus, 
pourvu qu’on ajoute aux polyèdres réguliers la pyramide et la double 
pyramide régulière. Ces groupes peuvent ainsi être ramenés à cinq 
types distincts, dont nous allons rappeler les principales propriétés. 


Groupe cyclique. 


Le groupe cyclique se compose des m substitutions 


2ikT 
FC (Kh =20, 3, 25. «0, 7 —1)3 


T T 2(Mm—1)T 
Le vs he 27 autour d’un 
m mm 


A . . 2, 
il correspond a m rotations de = 


même axe. Toutes les substitutions de ce groupe étant échangeables, 


(1) Voir Kuan, Vorlesungen über das Ikosaeder, Chap. I et IT. Leipzig, 1884. 
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sous-groupe g formé er | 

: (k'= 0,1, 2 an AE oe ee ma 

* | 

sera distingué. Soit m= Du; désignons par P un nombre entier pre- 

‘mier avec D. Soient S la substitution ; 


RE! 


et T la substitution 


Les HART de G pourront être disposées suivant un Tableau 
rectangulaire de la façon suivante : 


I S be ee 
T TS Sn, 
7? T?7S TS? 


PTs tetas cae Co 


On aura ici, d’une maniere générale, 
(t,/) =¢+7(modD). 
_ Introduisons maintenant le groupe cyclique G, d’ordre D formé des 


D substitutions 


2hir 


ZL=en7z (R=0,L2....D—3): 


si l’on fait correspondre la substitution qui précède à toutes les sub- 
stitutions de la 4% ligne du Tableau de G, il est clair que G, sera 
isomorphe à G. 


Groupe du dièdre. 


Le groupe du dièdre est formé des 27m substitutions 


akin 
(AO 1, 9, ape 


Géométriquement, il correspond aux 2m rotations qui font revenir 
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sur elle-même la double pyramide régulière ; les m dernières substi- 
tutions correspondent à des rotations de 180° autour d’axes situés dans 
le plan de l'équateur. Un sous-groupe sera forcément un groupe de 
même espèce ou un groupe cyclique. 

Soient encore m= Dy et p un nombre entier premier avec D. Le 
groupe d'ordre 4, composé des x substitutions 


ae as (ie 0, 1,3, .., HT), 


sera un sous-groupe distingué. Désignons par S, T, U les substitutions 


2iT 2 piT 
l—et4 z ! DUR tt 


& oe B= Cg Tas B 


I S S? ms 

4} TS TS? eel Se=t 

dl Wo 2-1 S T2-1 S2 se T)-1 Sp.-1 
U US US? + nn USES 

UT UTS UTS? tr eUTSE: 
Ws! UTILES. ... UT?-'Se-1 


Prenons maintenant le groupe G, formé des 2 D substitutions 


Q2hit 
e D 


Z=e 7, Li (40, beds: D — 1), 


4 


et faisons correspondre la substitution 


à la (4 + 1)™* ligne du Tableau de G, c’est-à-dire à toutes les substi- 
tutions de cette ligne, et de méme la substitution 


2kÈT 
e D 


== 


Z 
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x toutes les substitutions de la (D + 4-+1)#™° ligne du Tableau de G; 
on vérifie aisément que G, sera isomorphe à G. On pourra supposer 
D =r, à condition de prendre p = 0. 

Si m est pair et égal à 27, le groupe G admet un autre sous-groupe 
distingué d'indice 2. Désignons par S, T, U les trois substitutions 


2.7 217 


(pr Pa lt ee 
z! — e?n Zs = 


rer Ts; & 


les substitutions du groupe G pourront étre disposées comme il suit : 


ber os wt oe TUNER DS US oy eee ee 
TTS, TS, Joos STS TU TUR TL 


Appelons encore G, le groupe des deux substitutions 
L'Z, ZL'—=— 7; : à 


ce groupe G, est évidemment isomorphe à G si l’on fait correspondre 
la substitution Z’= Z à toutes les substitutions de la première ligne 
de Get Z'=— — Z à toutes les substitutions de la seconde ligne de G. 
Les seuls groupes isomorphes au groupe du dièdre sont donc des 
groupes de même espèce ou le groupe cyclique précédent. 

Parmi les groupes du dièdre, il y a lieu de distinguer le groupe des 
quatre substitutions 


appelé par les géomètres allemands Vierergruppe, qui admet trois 
sous-groupes distingués d'indice 2. 


Groupe du tétraëdre. 
Le groupe du tétraedre est formé des douze substitutions 
4 sob! FRE ou 4 Ae 3—1 


I 
ir = > cl nr ME = à 
3 Br 3 +I 3—1 3 +1 


il correspond au groupe des rotations qui font revenir sur lui-même un 
tétraèdre régulier et admet par conséquent trois substitutions de pé- 
riode 2 et huit substitutions de période 3. Il contient un sous-groupe 


| 
| 
| 


eh 


~ 
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distingué d'indice 3, qui est précisément le Vierergruppe, et ses sub- 
stitutions peuvent être rangées dans l’ordre suivant : 


CEE Cl .1+ 3 .I—3 

L- L ; L ; u , 

gE —1 3 +I I— 3 1 +- 3 

3 +1 Z —1 3 — 1 AE 
D] 22 er » 

3 —1 3 +1 3 +1 3 —1 


LEP Dy en], 


et faisons correspondre ces trois substitutions aux substitutions du 
groupe G qui appartiennent respectivement à la première, à la 
deuxième et à la troisième ligne; on vérifie sans peine que G, sera iso- 
morphe à G. D'ailleurs il n’y a pas d’autre groupe isomorphe au 
groupe du tétraèdre, abstraction faite de ce groupe lui-même et du 
groupe qui se réduit à la substitution identique. 


Groupe de l’octaëdre. 


Le groupe de l’octaèdre se compose des vingt-quatre substitutions 


"he a = = 7 = c 

1 3 HI y 3 — 1 12 HE SL. ; 
pe —— de ers Ja) ara . (ko, ) 

B Z—I Z+1 3 —1 Aoi 6 


qui correspondent aux vingt-quatre rotations faisant revenir sur lui- 
même l’octaèdre régulier; il admet par conséquent neuf substitutions 
de période 2, huit substitutions de période 3, six substitutions de pé- 
riode 4. Il contient deux sous-groupes distingués : le groupe du té- 
traèdre et le Vierergruppe. On peut ranger les substitutions dans 
l’ordre suivant 


1 ZI S— I S++ Z — 1 
Zi ate ARE) =, > ts 2 > aus ? Sue , 
A = Ba ee BT 3 +1 
. U 3 +I 3 — I PE ET FE ==: 
Bier Sie ET EE ? ste ? AE 29) AE) , 
~ 
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et l’on reconnait que le groupe G, des deux substitutions 
Les À 


lui est isomorphe. On peut aussi écrire les ‘substitutions du groupe 
dans l’ordre suivant : 


.3 HI .2—!I A as en IX 
U , Ll ) so (2 ? 
nl Z-4-1 1— 3 I +3 
St 1 PAT; Z3— 1 s+ 
> 2 ms > ae an > 
s—l at 3 +1 Gist 
t 1 
ls, res Fa Eur 
3 S 
3 +I 3 — I 3 +I 3 —1I1 
po Es, Rares Le 
3 — I 3 +I 3—1I 3 +1! 
s+ .s— 3 —i s+ 
U 9 = — 1 .) eet | : 4 
5— 1 s+ 3 +1 3 —1 À 


Soit G' le groupe des six substitutions 


2iT LT 

2iT Hit I e à es 

AY he MY fe OO Shas > : 
: + i ee à Z ADS 


faisons correspondre ces six substitutions aux substitutions du groupe 
de-l’octaedre qui figurent respectivement dans les première, deuxième, 
troisième, quatrième, cinquième, sixième lignes du Tableau précédent. 
On vérifie sans peine que G, sera isomorphe à G. 

Il n'y a pas d’autre groupe que G, et G’, isomorphe au groupe de l’oc- 
taèdre, en dehors de ce groupe lui-même et du groupe qui se réduit à ; 
la substitution identique. 


Groupe de l’icosaédre. 


Le groupe de licosaedre se compose des soixante substitutions | 


= Elis LAINE EE mi PSE ni eos 0 
a Ex: (e?— e)ehs + e— et 


(e? 2° LL eu Ce D 
—(e—s')ehs + (e?— €3)? 


ev 


, — 
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qui correspondent aux soixante rotations faisant revenir sur lui-même 

l'icosaèdre régulier. Il admet, par conséquent, quinze substitutions de 

période 2, vingt substitutions de période 3, vingt-quatre substitutions 
_ de période 4. Le groupe de l’icosaèdre est un groupe simple. 


14. Considérons maintenant deux de ces groupes d'ordre fini, G et 
G,, distincts ou non, et proposons-nous de former tous les groupes H 
que l’on peut obtenir en combinant ces deux-la. Puisqu’on regarde 
comme identiques tous les groupes semblables, on peut évidemment 
supposer les deux groupes G et G, ramenés ala forme canonique. Nous 
examinerons successivement toutes les combinaisons possibles. 

1° G et G, sont des groupes cycliques d’ordres m et n respective- 
ment. On a vu que les seuls groupes isomorphes à un groupe cyclique 
d'ordre m sont les groupes cycliques dont l’ordre est un diviseur de m. 
Par conséquent, si m et n sont premiers entre eux, le seul groupe 
isomorphe à la fois à G et à G, se réduira à la substitution identique, 
et le groupe H sera un groupe complet d’ordre mn. 

D’une manière générale, supposons que 77 et n admettent un divi- 

.seur commun D, m=uD,n=vD. Soit G, le groupe cyclique d’ordre 
D, isomorphe à la fois à G et à G,. La substitution 


2kiT 
Bie aot? (k=30,41,°9;, 2. DT 


de G, correspond, comme on l’a vu plus haut, aux yp substitutions 
de G 


2kpit | 2him 
A en be CESS Ob E) MPRT NET À) 


et aux y substitutions de G, 


——— 


2kqin | 2h'in 
pha Reuse ¥ Ch 06 200 oi, VEEP), 


p et g étant deux nombres entiers premiers avec D. Le groupe H se 
composera DE: des Duv substitutions 
C2 


2kpiTt | 2hit 2RGÈR | 2h'im 
Be es ne ™ p. D Ee n Y 


Il est clair que l’on peut toujours supposer, sans restreindre la 


A) 


7 
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généralité, p = 1 etq inférieur à D. J'ajoute que l’on peut se borner a 
. ° ee. "A « D 7 

prendre pour g un nombre premier inférieur à —- Supposons, en effet, 


. ; D : As 
que ce nombre g soit compris entre > et D. Le groupe H contiendra la | 


substitution 


2iT cu 
He Cane : 


transformons ce groupe par la substitution 


i à 
[n, Es | 


nous obtenons un nouveau groupe H, semblable au précédent et qui 
contiendra la substitution 


oi 2qiT 


21H j 
m, fe n ik 


Fa Es ne 


Sve À D 
Mais, sig est compris entre > et D, — q sera congru suivant le mo- 


x : D : 
dule D à un nombre compris entre o et >> et le groupe H, contiendra 


2iT 2q,iT 
ee c 
x és Ne ce n |: 


Da ne 
q, étant compris entre o et —: Si donc on considère deux groupes sem- 


la substitution 


blables comme identiques, ainsi qu'il a été convenu, on voit qu'on 
peut se borner à prendre pour gles nombres premiers avec D inférieurs 
à 5 

La méthode précédente est tout a fait générale. On peut supposer 
qu'un des nombres y et v se réduit à l’unité, ou que ona uw =v =1; 


on peut aussi supposer D =: et alors on prendra p= q = 0. 


Exemple I. — Soit m—n—5. On a deux groupes H d'ordre 5 
formés, d’une part, des substitutions f 


[n, Ë; ebn, ebë] 
et, d'autre part, des substitutions 


2iT 
Les en ee fs es (p= 0; 1, 2,3; 4): 
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On aura ensuite un groupe complet d’ordre 25 composé des substi- 
tutions 
Lm, €; en, 2], © (u, v=o, 1, 2,3, 4). 


Exemple II. — Soient m —6, r — 9. On aura un groupe complet H 
d'ordre 54 et un groupe d’ordre 18. Le groupe complet se compose des 
substitutions 


2kiT ion | 


ge ot P43 ; : 
Laie: ne ce Chet Oy he Oe = UN 1) Dy tit Oe 


le groupe d’ordre 18 se compose des substitutions 


Bhat,  DAi Te Bk (Bhi. 
—— +——_, ee 


- 4 
Bus EP ees > 


(RESORTS 0, oser h = 0, A}: 


2° G est un groupe cyclique d'ordre m et G, un groupe du dièdre 
d'ordre 27. Les seuls groupes cycliques isomorphes au groupe du 
dièdre sont d'ordre 1 ou 2. En associant les substitutions de G et de 
G,, on aura d’abord un groupe complet, puis un nouveau groupe si 7 
est pair et n impair, et un troisième groupe si m et n sont pairs tous 
les deux. À 
3° G est un groupe cyclique d'ordre m et G, est le groupe du té- 
traedre. On aura d’abord un groupe complet H d’ordre 12 m. Si m est 
un multiple de 3, on aura en outre un groupe d’ordre 4m. 
4° Gest un groupe cyclique d’ordre m, et G, est le groupe de l’oc- 
taèdre. On aura un groupe complet H d’ordre 24m, et, si m est pair, 
un autre groupe d’ordre 12m. 
5° G est un groupe cyclique d’ordre m et G, est le groupe de l’ico- 
saèdre. On aura un seul groupe complet H d’ordre 6om. 
6° G et G, sont deux groupes du dièdre d’ordres 27m et 2n respecti- 
vement. Nous examinerons d’abord la question suivante. Soient G’, G, 
deux groupes identiques dérivés des substitutions 
ain OG en 
No Ne aes, er be”. =F} 
n Ë 
proposons-nous de rechercher toutes les manières dont on peut faire 


correspondre les substitutions des deux groupes de façon qu'ils soient 
8 
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isomorphes. Si m est plus grand que 2, la substitution n° = : de G’ 
devra correspondre à une substitution de G' de période 2, et, en rem- 
plaçant le groupe G, par un groupe semblable, on pourra supposer 
qu’elle correspond à la substitution de 4 A la substitution 


bya 


= Ne 


a 


de G’ devra correspondre une substitution de G, de la forme 


i= be”, 


q étant premier avec m. La correspondance entre les substitutions de 
G’ et de G’, sera complètement déterminée et l’on vérifie sans difficulté 
que ces deux groupes seront isomorphes. On verra, comme plus haut, 
qu’on peut prendre pour g un nombre inférieur à _ 

Si m = 2, on pourra toujours faire correspondre les substitutions 
y= — 7 et &’=— £; mais on pourrait supposer que la substitution 
I 


de la substitution &’ = 7&, ee voit qu’on ramenera les substitütions 
correspondantes des deux groupes à être identiques. 

Revenons maintenant aux deux groupes G et G, et soit » — Du, 
n= Dy. Appelons g le sous-groupe distingué de G dérivé de la substi- 
tution 


! 


I ‘ ! 
LE correspond à & = — ;- En transformant le groupe G' au moyen 


2iT 
n'=net 


et g, le sous-groupe distingué de G, dérivé de la substitution 
dre 


Le groupe auxiliaire du dièdre G, d'ordre 2D sera isomorphe à la 
ic: ay PA > > 
fois à G et à G,; pour achever de former le groupe H, nous ferons cor- 
respondre les deux substitutions 


=> 
oe] = 


et 
267 2qir 
Ti eee nnd 2) m § 
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g étant un nombre premier avec m, que l’on peut supposer inférieur 


sm 
a . 


2 

Le groupe cyclique d’ordre 2 est toujours isomorphe au groupe du 
dièdre et i] peut l’être de deux façons différentes si l’ordre de ce der- 
nier groupe est pair. Si donc un seul des nombres m et n est pair, on 
aura un nouveau groupe H ; sim et n sont pairs, on aura deux nou- 
veaux groupes. 

7° Gest un groupe du dièdre d'ordre 2m et G, est le groupe du té- 
traèdre. Il n’existe aucun groupe isomorphe à la fois à G et à G,, sauf 
celui qui se réduit à la substitution identique. On aura done un seul 
groupe complet H d’ordre 24m. 

8° Gest un groupe du dièdre d’ordre 2m et G, est le groupe de l’oc- 
taedre. On aura d’abord un groupe complet H d’ordre 48m, mais on 
pourra avoir aussi trois autres groupes. On sait en effet que le groupe 
cyclique d’ordre 2 est isomorphe à la fois au groupe G, et au groupe 
G, et, si m est pair, il l’est de deux facons différentes au groupe G. Si 
m est un multiple de 3, le groupe du dièdre d’ordre 6 sera également 
isomorphe aux deux groupes Get G, et fournira un nouveau groupe H. 

9° Le groupe G est un groupe du dièdre d’ordre 2m et G, est le 
groupe de l’icosaedre. On aura un seul groupe complet H d’ordre 
120m. : 
10° Les groupes G et G, sont identiques au groupe du tétraèdre. Si 
l'on fait correspondre deux substitutions quelconques de période 2 des 
deux groupes, ainsi que deux substitutions quelconques de période 3, 
ces deux groupes seront isomorphes, mais tous les.groupes H ainsi 
obtenus seront semblables. En effet, on peut toujours choisir la va- 
riable £ de façon que les substitutions n= — n, &’ = — £ se corres- 
pondent. A la substitution 


i Su 
MN — I 


de G correspondra une des huit substitutions 


_.Ë+Hi PT ee ni 
Le are? ere PE a Su 
Eat E—t baie Gott. 


79 = 


E+ 
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sic’est une substitution de la seconde ligne, on transformera le groupeG, 
par la substitution br 7£, et l’on aura une substitution de la premiere 
ligne qu’on pourra ramener à son tour à la substitution 


% .E+I 
roe > 
2 ORF 


en transformant le groupe G, au moyen d’une des substitutions 


JY 

| 
IVY 
v 

| 

$ 
DV 
v 

| 
Fy] eu 


En définitive, on aura un seul groupe H d’ordre 12, obtenu en asso- 
ciant les substitutions identiques de G et de G,. On aura, en outre, un 
groupe complet d’ordre 144 et un groupe d’ordre 48, fourni par le 
groupe cyclique d’ordre 3 isomorphe à la fois à G et à G,. 

11° Gest le groupe du tétraèdre et G, le groupe de l’octaedre. On à 
un seul groupe complet H d’ordre 288. 

12° G est Je groupe du tétraedre et G, le groupe de licosaedre. On 
a un seul groupe complet d'ordre 720. 

13° G et G, sont identiques au groupe de l'octaèdre. Nous avons 
encore à rechercher si ces deux groupes peuvent être isomorphes de 
plusieurs façons différentes. On démontrera, comme pour le tétraëdre, 
que l’on peut toujours faire correspondre les substitutions 


i 


fy ee AE Pa 5 4 
a 2 M, GE el nt 


| 
_ 
DAS 
| 


à la substitution y/=77 de G correspondra une des deux substitutions 
fe EE Niels “7 a) Be ECS es j “ 
Su, = — 16 de G,. Si c'était la dernière, les deux substitutions 
eS pee See 
PEUT Carl 


devraient se correspondre, ce qui est impossible, car l'une est de pé- 
riode 4 et la seconde de période 2. On aura done un seul groupe H 
d'ordre 24, obtenu en associant les substitutions identiques de G et 
de G,. 

Le groupe cyclique d’ordre 2 et le groupe du dièdre d'ordre 6, qui 
sont isomorphes à la fois à G et G,, fournissent deux autres groupes H 


| 
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d'ordres 288 et 96 respectivement. Enfin, on aura un groupe complet 
d'ordre 576. 

14° Gest le groupe de l’octaèdre et G, le groupe de l’icosaèdre. On 
a un seul groupe complet H d'ordre 1440. 

15° Get G, sont identiques au groupe de l’icosaèdre. On aperçoit 
tout d'abord deux groupes H, le groupe complet d’ordre 3600 et le 
groupe d'ordre 6o obtenu en associant les substitutions identiques des 
deux groupes. Pour savoir s’il existe d’autres groupes, il nous faut re- 
chercher toutes les manières d’associer les substitutions de G et de G, 


Fig. 2. 


une à une, de façon que ces deux groupes soient isomorphes. Cette 
question, qui n’offre d’ailleurs aucune difficulté, se trouve traitée dans 
un travail de M. Fischer (‘). On trouve ainsi un nouveau groupe H 
d'ordre 60 et la correspondance entre les substitutions de G et de G,, 
ou plutôt entre les rotations qu’elles représentent, est donnée par le 
Tableau suivant. 


(1) Fiscuer, ÆAonforme Abbildung sphärischer dreiecke auf einander mittelst alge- 
braischer Functionen. Leipzig, 1885. 


i 


i 

ai 

Mer haa 
Axe. Angle. 


NS 


JJ). 


hye Ig ort 
P,P, Que Ve of 
One Ee brus 
Ry R Sox—1 Sony 


S,8; Rox Rags 


VIA SIA win ofS wa ofS 


1 
T>4-1 t < k-1 


DIA VIA VIA wa WIA CA oA 


tele 


Analytiquement, la correspondance entre les substitutions des deux 
groupes est complètement définie si l’on associe les deux couples de — 
substitutions : 

n'= en, Er — et; 
ae ee ae 
o=(e—e)nte—e ? ane] EET LE Cero À 

45. Nous pouvons maintenant énumérer tous les types auxquels se 
ramenent tous les groupes H d'ordre fini. 

I. Groupe composé des D uv substitutions : 

Ln, 5; nent, cox tae ae 


(i= 0, 35.9, +, Dr RS 0,'1)9, MIN RO tO ee, re 


om = Dy, n=Dy, q désignant un nombre entier premier avec D, 
que l’on peut supposer non supérieur à = SiD=1, m=u,n=v, le 
groupe est un groupe complet d’ordre mn. 

II. Groupe complet formé des 2mn substitutions : 


“ : Dhit 
2hkiT 2hiT 2kiT en 
Er E: ne m 4 Ee n - n; Es ne m : z 


(k= 0,172,410; 1— J) See, 3509; ent 
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HT. Groupe formé de mn substitutions : 


- LRiTT 2hiT 2(2k+1)iT = . 
Es m ja n | : m € 
n, 6, ne » 6e , N, ES ne : E 


CRU == Bes SO. 1s 25 ogy A — ES Waar 0,152,...,7 1) 


IV. Groupe formé de 4uv substitutions : 


2hiT 

2kiT 2hiT ” 2kiT PTE 
ear. Gees res F ? 
G 


j ‘(Qh+1jitt 
| (2k+1)it | (2k+1)ÈT Qn 1 
done a ceeme slats ne! -, RE. 


CROSS 2 paces — 1s PO, 125... ., ml} 


V. Groupe complet de 12m substitutions : 


Es bie We De 9(2)| (KO, Dam), 


où [&; o(Ë)] est une quelconque des 12 substitutions du groupe du 


tétraèdre. 
VI. Groupe composé de 4m substitutions : 


skiR (Gk+2)ÈT 5 
Ls Cat CAE, el, |x. eae AT to), 


PP] 
» S39 , H(E) — à 


TiO ROA = OT pr), 


où [£; 9(&)] désigne une des quatre substitutions |£; 5], [& — &], 


file 


VII. Groupe complet de 24m substitutions : 


a Es ge. ? 8) (k= 0, 1,2, cs M—1), 


où [£; o(Ë)] est une quelconque des substitutions du groupe de l'oc- 


taedre. 


a | hit fe iy dank : a - : 
Sp Es ne po o(Ë) Nn, ee ne 2 LEUR TES 
Es fed (F226, RD Lat) as à ie 

al 


pe a Ey] désignant une quelconque des substitutions du groupe du Ae 


_ tétraedre. bain neh ag ate 
IX. Groupe complet de 607 substitutions : eu 


ln, gne™, @] (A= 0,1,2,.-.,m—1), 

les o(E)] étant une quelconque des substitutions du groupe de Vico 
saedre. | | A 
__X. Groupe complet de Amn substitutions : se : a 


2ikT int 
Ee ae Fee “ Ÿ N, Es 


2ikT ’ 
am 2hiTt a 
Ei Ë; 1 » 6e ÿ i be $3 


CRE Gy V5 2e, DUR 1s Je Be Cady Ny LR) 


XI. Groupe composé de 2Duv substitutions 
; Pad ER Te. 2kiT | 2hir 2kqin 2h'inr 
| : ss Use ans nets HS em oan 
Des R RENE EN ws , §; ———_—_» ——_~—_ |, 
A Ë 
n=Du "re D 
(A= 0,1,:2,-..,D —1; h=0,1, 2, ...,—1; ho, 1,2, .-.,9— 1), 


gq étant un nombre premier avec D, que l’on peut supposer non supé- 


D 
rieur ese 1 


XI. Groupe composé de 2mn substitutions 


| x a! i Lk ar 
ing ta Sead) DRE THON 


(hh+2)i7 ay CEA 
[65 ye ER 2 n, §; ——, —— |, 
1 ni E à 


RAM, (K=O, 1,9, met hoo, 1 a ONE 


© 
Or 
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XHI. Groupe composé de 2mn subsiitutions : 


Lhitt RIT 
| &AÎT ce 4hit Lit a ee ante ; 4hitt 
MC canon Eo ent on, Es de eel 


g 


Lhitt HAT 


(kh+2)iT 
n (4k+2)i7 (Kh+2)it : eda ay ae 
nn eee eee RP ner nr lt 


S 
(4k+2)éT Ê (4k+2)iT (14+2)iT 
; dE tie Ss ee te naines 
Nn, és 2 £e ; Ny, 2: ANG res SNS ETAT 


1 E 


® 
3 
® 


M—=2p, N=2v, (k= 0,1,2,...,¢—1; h=0,1,2,...,¥—1). 


Be XIV. Groupe complet de 24m substitutions : 


‘3 2kiT a : 
; be £: ne”, @), n, E; = i o(Ë) (A= 0,1,2,...,m—1), 


[é; o(&)] étant une quelconque des substitutions du groupe du té- 
traèdre. | 
XV. Groupe complet de 48m substitutions : 


20 en 
ie es ae 401 Mie: 1 ? p(Ë) (ho nD 2 niet), 


[€; o(£)] étant une quelconque des substitutions du groupe de l’oc- 
taèdre. 
XVI. Groupe composé de 24m substitutions : 


| 2kiT 
CR 2hiT A Ee 5 
fa Blew, oct) |, tie Gs cpg POC ei == 0; 1795's. 5, m1), 
À [£; o(Ë)] étant une des substitutions du groupe du tétraedre. 
À Ann. de L'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI.— FÉvRIER 1889. 9 


{ 


gy course 
XVI. Groupe composé de Bein fs 


1 ot sr: by 
[= H ee ott) PF Ë; ee “ ae 


¥ " fer | + 
(4k+2)iT were, 
Es TN EE ete), free Le ñ ? eo] 
jt pe (0,12, BoD 


É £; o(Ë)] étant une des substitutions du groupe du (ITAEUTE 
_ XVIII. Groupe composé de 8m substitutions : 


6kiT - (6k4+2)IT (6kK+4)i7 
Bi Es ne 72e Soi [résine +“ age), E Ë; ner 


" GNT, 9 ae (6k+2)i7 : (GkK+u)IT 
kw, Pe y [M : e m )+1 m 
- baie 2 rec : a n ass, ke oe —— ET ENT 
MER LS Oke as RE The 


[é; o(E)] étant une des quatre tions [Es El. [&; — 


il 


_XIX. Groupe complet d'ordre 120m : 


— - = i 
E Pine 5 al, ee re +0] (LE 0,1, 9345-5 Be 


[£; o(&)] étant une quelconque Hes ae du groupe de l’ico- 
saedre. 


XX. Groupe complet de 144 substitutions : 
[n, £3 fn), 9(E)], 


où l’on désigne par [z; f(z)], [23 9(s)] deux substitutions quel- 
conques du groupe du tétraèdre. 
XXI. Groupe composé de 12 substitutions : 


[n, & fn), £(&)], 


[s; /(s)] étant une des douze substitutions du groupe du tétraèdre. 
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XXII. Groupe composé de 48 substitutions : 


Le PER pl) rt ne AG eo IN ee 
in, GS; f(n), o(ë)], [r, &5 L FMV | E g3 Feat Seale 


LS: /(s)], [33 9()] désignant deux quelconques des substitutions 


[eee], ee", E =| E -:|- 


XXIII. Groupe complet de 288 substitutions : 
[a, & f(a), 9(€)] 


[=; f(s)] étant une substitution quelconque du groupe du tétraedre 
et [z; 9(z)] une substitution quelconque du groupe de l’octaèdre. 
XXIV. Groupe complet de 720 substitutions : 


[me 3 (H)we(E) I, 


[=; /(s)] et [=; 9(s)] étant respectivement deux substitutions quel- 
conques du groupe du tétraedre et du groupe de l’icosaèdre. 
XXV. Groupe complet de 576 substitutions : 


[ioe pal (Tle) bs 


[z; f(<)] et [z; o(¢)] étant deux substitutions quelconques du groupe 
de l’octaèdre. 
XXVI. Groupe de 24 substitutions : 


[n, Ë; fn), SE) 


[<; /(z)] étant une substitution quelconque du groupe de l’octaèdre. 
XXVII. Groupe de 96 substitutions : 
= PES tae pe): We ye eg (E) +2 
Ln, SG f(n), 9(&)]; E Bs “f(ny—1 ita | E Ss Fit |, 


. So ee a a Er _. f(ay+i F213 ak 
ee) | tee: Soe) ln tte. it], 


s; f(z)| et [z; 2(z)] désignant deux quelconques des substitutions 


I I 
[23 4], [43-2], |43 5 if ete 
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XXVIII. Groupe composé de 288 substitutions : 
[n, &; f(a), o(E)], Un, 63 éf(n), &p(E)], 


[z: f(s)| et [s; 9(s)] désignant deux substitutions quelconques du 
groupe du tétraèdre. — 
XXIX. Groupe complet de 1440 substitutions : 
[n, &3 f(a), e(E)], 


[<; f(s)] et [s;9(s)] étant respectivement deux substitutions quel- 
conques du groupe de l’octaedre et du groupe de l’icosaèdre. 
XXX. Groupe complet de 3600 substitutions : 


[n, Ee fn), o(E)], 


[=; f(s)] et [s; 9(s)] désignant deux substitutions quelconques du 
groupe de l’icosaèdre. 
XXXI. Groupe composé de 6o substitutions : 


[n, &3 f(a), f(E)I1, 


[z; /(s)] désignant une quelconque des soled coo du groupe de 
Vicosaedre. 
XXXII. Groupe composé de Go substitutions : 


lo hy Kelis 


oe LACET eel atstni; : 
[ns fn) et [3 JC) désignent deux substitutions du groupe de 
l’icosaèdre qui se correspondent d’après le Tableau donné à la page 62. 


16. Considérons maintenant un groupe d'ordre fini K, contenant 
à la fois des substitutions de la forme (A) et des substitutions de la 
forme (B), et soit H le sous-groupe de K formé par les substitutions de 
la forme (A). Ce groupe H sera obtenu, comme nous venons de le voir, 
en associant d’une certaine manière les substitutions 


[ns fi(a)], L&s qi(E)] 


de deux groupes d’ordre fini G, G, de substitutions linéaires à une 
seule variable. Nous représenterons par 


[n, Es fi(n), 9:(E)] are eye Papen es 2 
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une substitution quelconque de H. Soit 
in 63 m(&), v(n)] 


une substitution quelconque de K de la forme (B); ce groupe devra 
contenir la substitution 


En, 65 m(gi(m-*(n))), YC fi ¥-*(E) ))I, 
de sorte que le groupe G devra contenir la substitution 
La; m(o.(t-"(n) ))], 
et le groupe G, la substitution 


[és PORC (ET, 


c'est-à-dire que les deux groupes G et G, seront semblables. On peut 
aller plus loin; si l’on suppose, par exemple, /;(n) = n, on voit que 
le sous-groupe g doit contenir la substitution 


[n; m(9:(m-*(n) ))]- 


De même, si l’on suppose 9;(§) = &, le sous-groupe g, doit contenir la 
substitution 


[és DOC CE) DT, 


_ce qui nous montre que les sous-groupes g et g, doivent aussi être sem- 


blables. Il résulte déjà de ces propriétés que le groupe H ne pourra pas 
être pris arbitrairement parmi les groupes que nous avons obtenus. 
Supposons que l’on ait choisi un groupe H satisfaisant à ces condi- 
tions; soit 
[Pipes O16). Gr)! 

une substitution de K de la forme (B). Les substitutions 


[n, Se TE), m™*(n)] 
Faso (re (n)), Wed" (2))] 


devront appartenir au même groupe, et la dernière devra faire partie 
du groupe H, de sorte que la substitution proposée pourra s’écrire 


[n, &3 Ji(n(ë)), pi(#(n))l. 


f 
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On est donc ramené au problème suivant : Étant donné un groupe H 
d'ordre M, dans quels cas les 2M substitutions 


[n, Es fin), GE) En, E5 fale (E)), pd), (1,2, -- +) M) 


forment-elles un groupe? Remarquons qu’on peut supposer 7(&)=£; on 
n’a en effet qu’à transformer le groupe précédent au moyen de la sub- 
stitution [n,Ë:n,r(Ë)], et l'on est conduit à rechercher les groupes 
formés de 2M substitutions, telles que 


[n, Be Fin); 9:(&)], [n, =; Filo), 9i(¥(n))], pas ae ng MD 


Soit Z un système de 2M substitutions de cette forme; si ce système 
forme un groupe, il contiendra la substitution 


[n, &3 o:(b(n)), YF: (E))], 


qui résulte de la combinaison des trois substitutions 


[n, &5 6, v(n)], [n, &3 film), GO), Un, 85 & g(n)l. 
Par conséquent, sz le groupe H contient la substitution 
[n, 3 fin), g:(E)], 
ul doit contenir aussi la substitution 
[n, & ei(b(n)), YC fi(E))]- 


Réciproquement, si cette condition est remplie, les 2M substitutions 
de £ forment un groupe. Pour le prouver, nous allons montrer que le 
produit de deux substitutions quelconques de ce système appartient 
encore a ce système. Il en est évidemment ainsi si l’on prend deux 


substitutions de la forme (A), puisque, par hypothèse, ces substitu- 
tions forment un groupe. 


1° Prenons maintenant les deux substitutions 


En, 65 fi(E), gi(h(n))], En, Es Si(E), 9)(U(n))] 


dont le produit est 


Ea, Es filos(¥(n))), ecb fy(E) D]. 
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Or, par hypothèse, le groupe H admet les deux substitutions 
En, &5 fin), qi), Un, 8 99(¥(n)), HAE, 


dont le produit donne précisément la substitution précédente. 
2° Faisons de même le produit des deux substitutions 


[n, Ë5 fi(n), 9,(&)], Un, & fi(E), gi(¥(n))]; 
ce produit 
[n, 3 Fi (Si(E)), 97(:(4(n) }] 


fait partie du système , puisque la substitution 


a En, 55 Gin), 97(9:(E))] 
appartient à H. 


3° Enfin, faisons le produit des deux substitutions 
[n, 65 fel€), oi(h(a))], En, &5 Jin), 9,(8)]; 
ce produit est la substitution 
In, 65 fil g7(E)), ip; Cn) I. 
On a vu que le groupe H renferme la substitution 
[n, & pi(d(n)), LC (EDI. 


Comme on peut supposer 9;(€) = &, f;(n) = n, on voit que H contient 
les substitutions 


[n, &5 Y(n), VE), En, 65 Yon), YO), 
et, par suite, le système = contiendra la substitution 
[n, &; Y*(é), a). 
Par hypothèse, le groupe H renferme la substitution 
En, 85 p5(ŸCn)), YO (ENT 


il contiendra donc aussi la substitution 


En, 65 g;n), HAH 7 (2) NI 


et la substitution 


En, &3 files(n)), pp (8) DIT. 


{ 
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Par suite, le système & renfermera la substitution 


[n, Es files(&)), ed Cn) I, 


qui est précisément la substitution trouvée plus haut. 

Si l’on multiplie une substitution quelconque de E de la forme (B) 

ar les M substitutions de même forme, on obtient M substitutions de 
la forme (A) différentes, qui doivent appartenir au groupe H. Un de ces 
produits doit donc se réduire à la substitution unité, c’est-à-dire que 
les substitutions de Z sont deux à deux inverses l’une de l’autre. Ce 
système forme donc un groupe. 

Il est aisé de voir que les deux groupes G et G, qui figurent dans la 
composition de H doivent être identiques: en effet, le groupe K con- 
tient les deux substitutions 


[n, &5 & v(n)], [n, &; Y(E), n] 
et, par suite, la substitution 
En, 5 qi(n), SOS E) D], 


ce qui montre que les substitutions de G, sont identiques à celles de G. 
Si l’on suppose /;(n) = n, on voit que le groupe H contient les deux 


substitutions | 
En, 6: pa) EL [ny Es) ng EI 


Par suite, les groupes get g, doivent aussi être identiques. Il n’y a donc 
aucune difficulté à obtenir tous les groupes K d'ordre fini. Parmi les 
groupes H d'ordre fini, on prendra ceux qui sont composés en associant 
les substitutions de deux groupes identiques G, G,, de telle sorte que 
les sous-groupes g, g, soient également identiques. Le groupe H étant 
choisi de cette façon, on cherchera les substitutions [n; Ÿ(n)] de G qui 
satisfont aux conditions précédentes. Remarquons qu’il ne sera pas né- 
cessaire d'essayer successivement toutes les substitutions de G; car on 
peut évidemment, sans changer le groupe K, remplacer la substitution 
[43 Ÿ(n)] par toutes celles qu’on obtient en la multipliantpar les diffé- 
rentes substitutions du groupe g. Dans chaque cas particulier, la re- 
cherche peut se simplifier au moyen de remarques que l’on aperçoit 
aisément. 


| 
| 
| 


ye 
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17. Nous allons passer en revue les différents groupes H satisfaisant 
aux conditions précédentes. Considérons le groupe de substitutions 


2hit | 2hit akqinm | 2hiT 
n, Es ne v. NAS m mn if 


Hip, 0,2, at Di 25 pi = 1%. Ut, 


où g est un nombre premier avec D. Si le groupe contient la substitu- 
tion | 

[n, 65 Y(n), Y(E)], 
la fonction rationnelle (1) satisfait à toutes les conditions du pro- 
blème, et inversement. On peut prendre 


2 UT 


CC aes (or au D =): 


il faudra donc que l’on ait 
l(1— qg)=0o (modD). 


De plus, si le groupe H admet la substitution [n, 8; /(n), 9(&)], il 
devra admettre aussi la substitution [n, £; o(n), f(&)]. Pour qu'il en 
soit ainsi, on vérifie aisément que le nombre gq doit être racine de la 


congruence (') 
>) g?—1=o (modD). 


Les nombres g et / étant choisis comme il vient d’être expliqué, la fonc- 
tion Ÿ(n) satisfait à toutes les conditions du problème. 
Supposons le groupe H formé des substitutions 


ZhiTe  2BhiT akgim  2h'iT 
aa m > m Ee ™m ms 
n, Ss ne ’ ) 
2kit  2hiT 2hqin  2hin  2rit 
a‘ e m [2 e m He nr 
Ny 64 2 > 
n E 


/ 
=D, CECILE P= HH), 


g étant un nombre premier avec D inférieur à D, et run des nombres 


(1) Voir SeRRET, Algèbre supérieure, t. Il, p. 24, 5° édition, 1885. 
Ann. del’ Ec. Normale, 3° Série. Tome VI. — Mars 1889. 10 
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entiers 0, 1, 2,-.-,D — r. Si la fonction Y(n) est de la forme 
| b(n) = ner", 
on trouve, comme plus haut, qu’on doit avoir 
g’—1=0 (modD), U(qg—t)=0 (modD), (r— l)(g +1) =o (modD). 


Si la fonction }() est de la forme 


2lir 


il faudra que l’on ait 
l—r=lq (modD), 1+g =0 (modD), (r—l)q=l (modD). 


Supposons le groupe H composé des substitutions 


[n, Es Sila), 9:(€)], Fe Es flemn), Qi "LA , 
où [s; /(z)] et [33 9,(z)] sont deux substitutions quelconques du 
groupe du dièdre d'ordre 2m. Les deux fonctions rationnelles 
ik 


v(n) =n et b(n) =ne™ 


satisfont aux conditions du probleme. 
Considérons le groupe H formé des douze substitutions 


[n, Bs Ji(n), Fi(E)); 


où [s; /;(s)] est une des douze substitutions du groupe du tétraèdre. 
Combinons ce groupe avec une autre substitution 


[n, 83 9(8), p(r(n))]; 
on aura les vingt-quatre substitutions 
Ca, 65 feln), (OL, Un, &3 fil 9(8)), file (2 (0) D]. 


Pour que ces substitutions forment un groupe, il faudra que la substi- 
tution 


En, & Silo CSC), ele (rm) )] 
fasse aussi partie de ce système. Si l’on pose 


(3) = filo (Jo (2) )), 
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il faudra que l’on ait 


Fitp(r(f;(n)) = d(o(r(n))), 
c’est-à-dire 


™(fi(n)) = fi( n(n) ). 


La substitution [n; 7(n)] devrait done être permutable à toutes les 
substitutions du groupe du tétraedre; ce qui n’aura lieu que si l’on a 
F(n) = 7. Il faudra, en outre, que la substitution [n; 9(7)|, combinée 
avec le groupe du tétraèdre, donne un nouveau groupe d'ordre fini, 
d'ordre au plus égal à 24. Cela ne pourra arriver que dans deux cas, 
c'est-à-dire lorsque cette substitution appartiendra au groupe du té- 
traedre ou au groupe de l’octaèdre. Nous avons ainsi deux groupes K 
d'ordre: 24. 

En combinant le groupe complet (XX) avec la nouvelle substitution 
[n, 5: 6, n], on aura de même un groupe K d'ordre 288. 

Prenons maintenant le groupe XXII; en combinant ce groupe avec 
une des substitutions 


: ~ ~.N+1 ae Ha 6 
Lives & 52 ear ae E Beek - | [ms E: 2 | 


Qu i 


on obtient trois groupes K. Ces trois groupes sontsemblables; les deux 
derniers sont les transformés du premier par l’une des substitutions 


E+r etl 
E es Mi, + |, E sau, |: 
x 4 — 


I l 


En cherchant encore si l’on peut combiner le groupe H précédent avec 
une autre substitution de la forme 


[pis 6: 0( 5), r(n)]}, 


on trouve qu'on peut le combiner avec la substitution [n, €; 16, in] de 
l’octaèdre. 

On verra de même sans difficulté qu'on obtient des groupes K d'ordre 
fini en combinant les groupes (XXV), (XXVI), (XXVII), (XXX), 
(XXX) avec la substitution [n, 5, 7|,4e groupe (XXVIII) avec l’une 
des substitutions [y, 5; Ë, n], [n, 53 §, in], et le groupe (XXXII) avec 
la substitution E ge “|; et qu’on les obtient tous de cette ma- 


niere. 


/ 
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18. Nous pouvons donc énumérer tous les groupes K d’ordre fini, 
XXXIII. Groupe composé de 2D4° substitutions : 


2kiT  2hiR 2KqiT & 2h'iT 
Cr, HAN DEEE CE" aan 
vi 1 ki 2h'itr  2lit 
is 5 akin | thin - ane z <+ = | 
Nn, 65 Se Pyne , 


ji . 
m == ip; CERN ENT ECO 


q est un nombre premier avec D racine de la congruence 
g—1=0 (modD), 
et / un nombre entier qui satisfait à la relation 


l(qg—1)=o (modD). 


Si D = 1, on pourra supposer # = 0, q = 0, [= 0. 
XXXIV. Groupe composé de 8m? substitutions : 
ie ey FCG); 9:(&)], [n, e FE): oi(n)], 


où [s; /(z)] et [z; 9;()| sont deux substitutions quelconques du 
groupe du diedre d’ordre 2m. 
XXXV. Groupe composé de 4 Du? substitutions : 


ahkit = 2hit akgin . 2h'in™ 
— + a + —— 
Mats Ud Og eee Fit 
- 2hkiT | 2hir akgim | 2h im , 2riT 
a em He e m [Us m 
TC ; ? > , 
" 
Shite: 2h 2kGÎiT aii 7 
1 iT , 2him qi 4 in Wein 
ince Ee ut [en : ne “* m U. L 
ahem 2him 2kqim 2k 2rin , 2h'ir- 
m ANT = i Sq 
. e U. em m m es 
Ts 63 F b] =— ; 
S N 


does be a | (k=, at. ns DT: 0,1, 2, D) 


q est un nombre premier avec D racine de la congruence 


g’—1=0 (modD), 


PRE 


SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC. AD 


et /, r deux nombres entiers vérifiant les relations 
[(g—1)=o (modD), (r—l)(¢q+1)=o0 (modD). 
XXXVI. Groupe composé de 4 Du? substitutions : 


a se m a (ON ee a m 
Ny $3. Ne ce 


| ay hi Dre a) re 

; 2kiT Bhi T akgit | 2rim , 2h it 

a : ; e™ on e m m Fe 

2 TR eet F 0 


[ 2kinm | 2hiT 2hqit 2 aad 
af: 


nN & 
: p ‘ : 2hqin hin 2T 
& 2hkim | 2hiT e m U. m 
: N, Es Ee m U. É f 

1) 

2kit 2hiT 
e mu ue PATTERN DT 2rin _ 24m 
N, ae E 5 ne ™ mA m m ; 


nm=Dr, (k= 01,2,...,D—15 p= bt) 


q est unnombre premier avec D, racine de la congruence 
g’+i=o (modD) 
et /, r deux nombres entiers satisfaisant aux relations 
l—r=lq (modD), (r—l)qg=l (modD). 


XXXVII. Groupe composé de 167m? substitutions : 


[n, es Fila), oi(ë)], ke ae phen ie mca 
[n, &3 fi(E), 92(n)], ie + plemt), rail 


où [z;/,(2)| et[z;2;(z)] sont 2 substitutions quelconques du groupe 
du diedre d’ordre 2m. 
XXXVIII. Groupe composé de 16m? substitutions : 


[n, €3 fi(n), 92(6)], ie Er hema), gdent)| 
B Ex File) micelle io (x sens), rea 


où [s;f;(s)] et [=;9:(z)] sont deux substitutions quelconques du 
groupe du dièdre d’ordre 2m. 
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XXXIX. Groupe composé de 24 substitutions : 
[n, + Sa); Si()1, [n, + FAG); Jfi(n)} 


où [53 f:(s)| désigne une des 12 substitutions du groupe du tétraedre. 
Ce groupe renferme 4 substitutions de la forme (B) de période 2. 
XL. Groupe composé de 24 substitutions : - 


[n, Es fin), EL" En, 65 CE) Gen), 


où [=;,4(s)| désigne une des 12 substitutions du groupe du tétraedre. 
Ce groupe renferme 6 substitutions de la forme (B) de période 2. 

XLI. Groupe composé de 96 substitutions que l’on obtient en com- 
binant le groupe (XXII) avec la substitution [n, 6; 5, 4]; il contient 
4 substitutions de la forme (B) de période 2. ic 

XLII. Groupe composé de 96 substitutions que l’on obtient en 
combinant le groupe (XXII) avec la substitution [y, £;7&,7y]. Il con- 
tient 12 substitutions de la forme (B) de période 2. 

XLHI. Groupe composé de 288 substitutions : 


[n, &; fi(n), oi(E)], [n, E; Ji(E), p:(n)], 


oùfz;/:(z)] et [2;9,(z)] sont 2 substitutions quelconques du groupe 

du tétraedre. Il renferme 12 substitutions de la forme (B) de pé 

riode 2. | 
XLIV. Groupe composé de 48 substitutions : 


Ents fda), Free ER EE Ent 


où [:;/(2)] est une des 24 substitutions du groupe de l’octaèdre. Ce 
groupe renferme 10 substitutions de la forme (B) de période 2. 

XLY. Groupe composé de 576 substitutions, qui s'obtient en com- 
binant le groupe (XXVIII) avec la substitution [y, £; £, 7]. Ce groupe 
renferme 24 substitutions de la forme (B) de période 2. 

XLVI. Groupe composé de 576 substitutions, qui s'obtient en 
combinant le groupe (XXVIII) avec la substitution [n, £: &, 7m]. 

XLYVII. Groupe composé de 192 substitutions, qui s’obtient en 
combinant le groupe (XXVIL) avec la substitution [y, 3&4]. Ce 
groupe renferme 16 substitutions de la forme (B) de période 2. 


: 
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XLVIIL. Groupe composé de 1152 substitutions : 
[n, & fiCn), eZ), [n, Ë5 fe(E), qi(n)l, 


où [3;:f(z)]et[z; 9;(s)] sont 2 substitutions quelconques du groupe 
de l’octaèdre. Ce groupe contient 24 substitutions de la forme (B) de 
période 2. 

XLIX. Groupe de 120 substitutions : 


PE nS), in, EE) Ata), 


où [s;/;(s)] désigne une des 60 substitutions du groupe de l’icosaedre. 
Ce groupe contient 16 substitutions de la forme (B) de période 2. 
L. Groupe composé de 7200 substitutions : 


[n, &; fe(n), gi(E)), [n, &3 filE), 9:(n)], 


où [s;f:(s)] et [53 9:(=)] désignent 2 substitutions quelconques du 
groupe de l’icosaèdre. Ce groupe contient 60 substitutions de la forme 
(B) de période 2. 

LI. Groupe d’ordre 120-obtenu en combinant le groupe (XXXII) 


à . I 
avec la substitution E ee, |: 


19. Prenons un des groupes précédents d’ordre M; il y correspond 
un groupe d’ordre 2M de substitutions orthogonales auquel le pre- 
mier groupe est isomorphe. D’apres le Tableau précédent, on voit que 
tous les coefficients de ce nouveau groupe seront réels; par consé- 
quent, tout groupe d'ordre fini de substitutions orthogonales à quatre 
‘variables est semblable à un groupe à coefficients réels. Étant donné un 
pareil groupe, on peut lui rattacher, comme on l’a vu plus haut, une 
division régulière de l’espace en un nombre fini de parties Ry, Ry, ..., 
R;, …, chaque région R; se déduisant de R, au moyen d’une transfor- 
mation qui conserve les angles. Considérons par exemple le groupe 
des huit substitutions 

4 best 


3 £ RE RS Mmes À, 
[n, % Gs n], [n, Ee IS AN]; | 6 ag a | GC E? 1 


se 


[n, a Nn; Ed, [n,; a eel) — Ë], E Ë; 
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Il y correspond deux groupes de substitutions orthogonales, un qui 
est formé des 8 substitutions 


[us Us Us, Uy$ Uy, EE Uas me Peg + ME 


l’autre, des seize substitutions 


Lis Way ey Us Us Se Wty, ce Ug, u, ]. 


AR PE 


Si l’on se reporte aux formules (16), on aperçoit tout de suite les 
divisions correspondantes de l’espace. Au premier groupe correspon- 
dent les huit portions de l’espace, limitées par les trois plans de coor- 
données, et, au second, les 16 tétraedres, dont tous les angles sont 


égaux à =, déterminés par les trois plans de coordonnées et la sphère 
2 


de rayon égal à l’unité ayant son centre à l’origine des coordonnées. | 
On peut de même rattacher aux groupes (XLIV) et (XLIX) la division | 
de l’espace au moyen des plans de symétrie d’un octaedre et d’un | 
icosaèdre régulier, ou au moyen de ces plans et de la sphère ortho- | 
gonale 

e+ yi+ z?—I =o. 

Je ne m’occuperai pas dans ce travail de la recherche de toutes les 
divisions qui correspondent à tous les groupes qui viennent d’être 
énumérés. Je traiterai seulement, dans la troisième Partie de ce Mé- 
moire, un cas particulier intéressant. 

Les considérations qui ont été employées pour la formation des 
groupes H et K s'étendent évidemment à tous les problèmes analogues, 
où il s’agit de former un groupe de substitutions en associant d’une 
certaine manière les substitutions de deux groupes donnés, quelle que 
soit la nature des substitutions de ces deux groupes. : 


RUE 


20. Les développements qui précèdent conduisent sans peine à la 
solution complète de la question suivante. Considérons un tétraedre à 
faces planes ou sphériques, et imaginons que l’on prenne le tétraedre 
symétrique du premier par rapport à une de ses faces, puis le symé- 
trique du nouveau tétraèdre par rapport à une de ses faces, et ainsi de 
suite. Dans quels cas arrivera-t-on à un nombre fini de tétraèdres dis- 
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tincts les uns des autres? La question analogue, relative aux triangles 
limités par des ares de cercle, a été résolue par M. Schwarz dans un 
beau Mémoire sur la série hypergéométrique ('). Un raisonnement 
tout pareil à celui de M. Schwarz nous montre d'abord que la sphère 
orthogonale aux quatre faces du tétraèdre considéré doit être imagi- 
naire; on peut évidemment supposer, sans restreindre la généralité, 
que cette sphère orthogonale est précisément la sphère (£’) quia pour 
équation 
L?+ Pi+ 2 +1— 0. 

Cela posé, prenons un point quelconque M de l’espace et représen- 
tons-nous les images en nombre fini de ce point M,, M,, ..., M,—,, ob- 
tenues par l’application répétée indéfiniment de la loi de symétrie. Ces 
différents points se déduisent du point M par des transformations qui : 
conservent les angles et qui font revenir sur elle-même la sphère ima- 
ginaire (2°), et il est clair que ces transformations forment un groupe 
d'ordre fini p. Le problème proposé est donc équivalent à celui-ci : 
Trouver tous les groupes d'ordre fini de substitutions linéaires orthogo- 
nales à quatre variables dérives de quatre substitutions gauches qui, re- 
duites à la forme canonique, sont de la forme 


(Uy, Us Ug, U3 Uy, Ug, Ug, — Uy). 


Ce probleme peut, à son tour, être remplacé par le suivant : Trouver 
tous les groupes K d’ordre fini, dérivés de substitutions de la forme (B) de 
période 2. ° 

La marche à suivre pour résoudre cette question est donc la sui- 
vante. Parmi les groupes K d'ordre fini, on cherchera ceux qui ad- 
mettent des substitutions de la forme (B) de période 2 n’appartenant 
pas à un groupe d'ordre moindre, et on étudiera la disposition des 
sphères d’inversion correspondantes à ces substitutions. 


21. Si les groupes XXXIII à XXXVIII admettent des substitutions 
de la forme (B) de période 2, ces substitutions auront l’une des formes 


sulvantes 
pe Be À 
en ) N, aie 5 


(1) Journal de Borchardt, t. LXXY. 
Ann. de l’Ec. Norm, 3° Série. Tome VI. — Mars 1880. 11 


> 
> 
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les sphères d’inversion correspondantes passent toutes par l’axe des = 
ou par le cercle qui a pour équations 


GED, LI VER 


Inversement, si l’on considère un système de m sphères passant par 
un même cercle C et se coupant mutuellement sous des angles égaux à 


=, il est clair que ces sphères divisent l’espace en 272 régions et que 
m 


deux régions contigueés sont toujours symétriques par rapport à la face 
commune. Cette Dre du problème, où les quatre faces du tétraèdre 
se réduisent à deux, était d’ailleurs évidente a prior. 

Considérons maintenant deux cercles conjugués C, C’, un système 
de m sphères passant par C et se coupant sous un angle égal à =, et un 
système de » sphères passant par C et se coupant sous un angle égal à 


T, Ces mn sphères divisent oe en 4mn tétraedres, dont les angles 
u 


opposés sont respectivement + = - et = ns = et = ts = et = =. Il est clair encore 


que deux tétraedres contigus. Hits: onan He rapport à la face 
commune. On se représente aisément cette décomposition de l’espace, 
si l’on suppose que le cercle C’ se réduise à l'axe du cercle C. 

Les groupes XXXIX, XL, XLI, XLIV, XLIX renferment des substitu- 
tions de la forme (B) de période 2; mais les sphères d’inversion corres- 
pondantes se réduisent aux plans de symétrie d’un polyèdre régulier 
ou à la sphère (£) qui a pout équation 


2 


x yy + s°*—I—o. 


On obtient ainsi une nouvelle solution du problème, qui était encore 
évidente «a priori. 

Les douze substitutions de la forme (B) de période 2 du groupe XLII 
appartiennent à un groupe semblable au groupe XLII; et les vingt- 
quatre substitutions de même forme du groupe XLVIII appartiennent 


au groupe XLV. Nous n’avons donc à considérer que les groupes XLII, 
XLV, XLVIII, L, LI. 


22. Le groupe XLII contient les douze substitutions 


LA o(Ë) o—t( (n)], 


ee 


a 
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où [; 9(3)] désigne une des douze substitutions du groupe de l’octa- 
èdre qui n’appartiennent pas au groupe du tétraèdre ; les sphères d’in- 
version correspondantes auront pour équations 


| Fe RE) MES T0, Eye, 
(30) 2+ Pi+z—i1tor—o, L+ y+ 51+ ay =0, 
| e+ y+ 8—1E 023 0. 


On a, comme on voit, les six plans de symétrie d’un tétraèdre régu- 
lier et six sphères égales ayant respectivement pour centres les milieux 
des arêtes de ce tétraèdre. Le groupe de substitutions orthogonales 
correspondantes est facile à trouver : il se compose des 192 substitu- 
tions obtenues en permutant les u; de toutes les manières possibles et 
en prenant toutes les combinaisons de signes où entre un nombre pair 
de fois le signe — (‘}). On peut vérifier directement que les douze 
sphères précédentes divisent l’espace en 192 tétraedres, qui se dédui- 
sent tous de l'un d’eux par la loi de symétrie. Considérons le tétraedre 
limité par les trois plans 


T+Y—O, LT y =O, LT —0 
et la portion de la sphère 
LÉ VIRE T2 = FeO, 


située dans la partie positive du triedre Oyxz. Cette sphère coupe les 


Fig. 3. 


Na. 


deux l | sous un angle égal-à © et le plan x — s =o sous 
eux premiers plans sous un angle eg = Pp > sous 


(1) Voir Etude des surfaces qui admettent tous les plans de symétrie d'un polyedre re- 
gulier, I Partie, n° 4 et 5 (Annales de l’École Normale, 1887). 
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un angle égal à 5. Les angles de ce tétraèdre auront, par conséquent, 


les valeurs ee sur la fig. 3. 
Au lieu de ce tétraèdre, considérons un tétraèdre OABC congruent à 


celui-là et limité par trois plans rectangulaires et une sphère coupant 
4 D T Fr. x , “ 

ces plans sous un angle égal à + En assemblant huit de ces tétraèdres 

autour du point O, on formera une sorte d’octaedre régulier à faces 


ros 2 
sphériques, dont tous les angles auront pour valeur = (fig. 4). 


Si nous prenons ensuite le tétraedre symétrique de OABC par rap- 
port à la face ABC, le symétrique de OA’BC’ par rapport à la face 
A'BC, le symétrique de OA'B'C par rapport à A'B'C, et enfin le symé- 
trique de OAB'C’ par rapport à A B’C’, on obtient un nouveau tétraedre 

19293594 ('), que l’on pourrait aussi obtenir en prolongeant les faces 
A’BC, AB'C, ABC’, A’B'C' jusqu’à IR intersections mutuelles. Ce 
tétraèdre a tous ses angles égaux à - et il est formé de 12 tétraedres 
qui se déduisent de OABC par la loi de symétrie. Or l’espace est rempli 
complètement par 16 tétraèdres se déduisant de S,S,S,S, par des ré- 
pétitions symétriques. J/ faudra donc 16 X 12 = 192 répélilions syme- 
fale du Te DARC pour Cig tout l’espace. 


1 
(1) On: n'a marqud que Je sommet S; sur la figure. 
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23. Le groupe XLVII contient 16 substitutions de la forme (B) de 
période 2 


[n, &; 9(), o-*(n)], 


où |=; 9(s)] est une des substitutions de période 2 ou 4 du groupe de 
l'octaèdre. Les sphères d’inversion correspondantes seront représentées 
par les équations 


ia ME ee, | SE Sse 0, tz oY S.0; Virion Vi Oy 
TT Re “+ +3 —1=0, e+yt+s—iter=o, 
D =? NE ee 0, i Vis — 1 oe == OF 


on a, outre les neuf plans de symétrie du cube, la sphère inscrite et les 
six spheres précédentes qui ont pour centres les centres des faces du 
cube. Le groupe de substitutions orthogonales correspondant au 
groupe XLVII se compose des 384 substitutions obtenues en permu- 
tant les uw; de toutes les manières possibles et en prenant toutes les 
combinaisons de signes (voir le Mémoire déjà cité, Annales de l’École 
Normale, 3° série, t. IV; 1887). On vérifie encore facilement que les 
16 sphères (31) divisent l’espace en 384 tétraedres, tels que 2 té- 
traèdres contigus sont symétriques par rapport à la face commune. 


Considérons le tétraèdre limité par les trois plans 


Y — 0; T—Y —0, 4 DEEE = A0) 


et la sphere 
DP yo Sd 2S > 1 0, 


86 E. GOURSAT. 


Cette sphere coupe les deux premiers plans orthogonalement et le 
tear ire , : Tv # \ 
troisième plan sous. un angle égal à 3- Les angles de ce tétraedre au- 


ront done les valeurs indiquées sur la fig. 5 ci-dessus. 

Prenons le tétraedre OABC’, symétrique de OABC par rapport à la 
face OAB. La face ABC’ sera dans le prolongement de la face ABC et la 
face OBC’ dans le prolongement de la face OBC; de sorte que la 
fig. OACC’ sera un tétraedre dont les angles seront précisément les 
mêmes que ceux du tétraèdre de la fig. 3 et disposés de la même façon. 
Il faudra done, d’après ce qu’on vient de voir, 192 répétitions symétri- 
ques du tétraèdre OACC’ pour remplir tout l’espace, et, par suite, 
2 X 192 = 384 répétitions symétriques du tétraédre OABC. 


24. Le groupe XLV contient les 24 substitutions 


[n,&; p(E), o*(n)], 


où [z; 9(z)] est une quelconque des 24 substitutions du groupe de 


l’octaèdre. Les 24 spheres d’inversion correspondantes seront repré- 
sentées par les équations 


PEO, BED ot eyes Oo oe Bie INT eee 


dv 


=O; 
z+ y?+s%7—1—0, + y+ ee 
Bvt EAP, w+ y+ sttbes —i1=0, 


4+ yi tt p97 tay Has—i—o. 


Considérons le tétraedre limité par les trois plans 


© 


y —0;, T—Y —0, Da 
et la sphère qui a pour équation 
A+ + +2T+2Y +I23—1—0; 


cette sphère coupe à angle droit les deux plans æ—y—o et 
= xy 
tétraedre OABC auront, par consequent, les valeurs indiquées sur la 


fig. 6. 

Prenons le tétraedre ABCD symétrique de OABC par rapport à la 
lace ABC; la face ACD sera dans le prolongement de la face OAC et la 
face BCD dans le prolongement de la face OBC, de sorte que la figure 


x —s=o et le plan y =o sous un angle égal à +: Les angles de ce 
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OABD sera encore un tétraèdre dont les angles suivant les arêtes AB, 
: ZG ye Teen eT : , \ 

AD, BD seront respectivement a rare Prenons ensuite le tétraèdre 


ABDE symétrique de ABCD par rapport à la face ABD. La face ABE 
sera dans le prolongement de la face OAB et la face BDE dans le 


ato SE 


prolongement de la face OBD. La figure OADE sera un tétraëdre et les 


Te Te 


4 ‘ . : T 
_angles suivant les arêtes AE, AD, DE seront respectivement -, =, a 


Ce tétraèdre OADE est donc congruent au tétraedre OABC de la fig. 5; 
puisqu’il faut 384 répétitions symétriques du tétraedre OADE pour 
remplir tout l’espace, i faudra 3 < 384 = 1152 répétitions symetriques 
du tétraèdre OABC de la fig. 6 pour remplir tout l'espace. 

Il suit de là que le groupe de substitutions linéaires orthogonales 
qui correspond au groupe XLV sera d’ordre 1152. Les 24 spheres (32) 
seront représentées en coordonnées u; par les équations 


(BU =O lly — 0, u3 —O, up== 0; 
(33) | Uni Sl, = Ur Us =O, Vie 0, 
UE us —0, Hoi —10, Terre 


SEV Sein = Tp =a), 


On trouve facilement que le groupe en question s’obtient en ajoutant 


+ 
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aux 384 substitutions du groupe du paragraphe précédent les 768 sub- 
stitutions de la forme suivante 


| fae Uy +Ntu + Gust pu, 
Uy) =e > 
2 
ieee Uy + 1 Uy + Vus + pre, 
Ua SS 
2 
2/ 
34) » Uy tt" Uy + GO" Us+ p" Uy, 
(u3) —e 2 : 
; ou uy aie 1" Uy + 6” tt, + p'u, 
(ume : 


où toutes les lettres €, 4, 0, p désignent +1 et où l’on a 


f nt +7" +7" =0, 
6 FORME UT 0; 
p+p'+p"+p"=0, 
no = 1! 0! = ne pr. a"! or — 0, 
np ue n'p' Se 1" p" SE yor = 0, 
(à Ww YS 
Go + 6'p' + 0"p" +0 pi 6 


(35) 


25. Le groupe L (p. 79) donne naissance à un groupe d'ordre 14 400 
de substitutions orthogonales à quatre variables et, par suite, à un 
groupe G composé de 14 400 transformations de l’espace qui conservent 
les angles, et dont fait partie l'inversion par rapport à la sphère ima- 
ginaire (2). Ce groupe contient, en outre, Go inversions par rapport à 
des sphères réelles correspondant aux 6o substitutions 


[n° ote) eta], 


où |z; 9(s)] est une quelconque des 6o substitutions du groupe de 
l’icosaèdre. Il est aisé de trouver la position de ces sphères; d’abord, 
les 15 substitutions de période 2 donnent les 15 plans de symétrie 
de Picosaeédre et la substitution [n, £; £, n] donne la sphère (2) quia 
pour équation 
w+ y? + 5 —1—= 0. 
La Sphère correspondante à la substitution [y, £; etË, e-*y], où 


£—e",a pour équation 


9 9 T À 
+ + 1423 ang À =o (LR START 


0 Wil oe 
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ces différentes sphères coupent la sphère (2) sous des angles respecti- 


, Ret Sor A x 
vement egaux à 5 > => Æ On trouve de même que les sphères 


correspondant à une substitution [z; ©(z)] de période 3 du groupe de 

u x / 4 T x 27 ‘ 
l'icosaèdre coupent sous un angle égal à 3 ou à = la sphère £ et ont 
leurs centres sur l’axe de symétrie ternaire correspondant de l’ico- 
saèdre. 

En définitive, pour avoir les 6o sphères, on prendra, outre la sphère 
(£), les sphères obtenues comme il suit; par l’origine, on [mènera un 
plan perpendiculaire à un axe de symétrie d'ordre Qu = 2,3, 5) de 
l’icosaèdre et coupant la sphère (2) suivant un cercle C. Par le cercle C, 
on fera ensuite passer des sphères coupant la sphere (2) sous des 


, + VIe , A 
angles égaux a rs (v=1I,2,...,u4—1), et l’on opérera de même avec 


tous les axes de symétrie de l’icosaèdre. Ce système de sphères jouit 
de la propriété d’être symétrique par rapport à l'une quelconque des 
sphères qui le composent (voir p. 35). 

Considérons le tétraedre limité par trois plans de symétrie de l’ico- 


saèdre découpant sur la sphère (£) un triangle dont les angles sont 
FETE. TT | . 
5 3° 5 et par la sphère qui a son centre sur le prolongement de OA, 


Fig. 7. 


: ; . 2 : » 

et qui coupe (È) sous un angle égal a _ (fig. 7); on trouve facile- 
D RTE 

ment que cette sphère coupe le plan OB,C, sous un angle égal à =, et 


les angles du tétraedre OABC auront les valeurs indiquées sur la figure. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. — Mars 1889. 12 


90 E. GOURSAT. 


Imaginons que l'on forme les répétitions de ce tétraèdre par la loi de 
symétrie; comme tous les angles sont des parties aliquotes de #, ces té- 
- traèdres ne pourront empiéter les uns sur les autres. Il suffit, pour 
s’en convaincre, de répéter les raisonnements dont s’est servi M. Poin- 
caré à propos des polyèdres qui interviennent dans la théorie des 
groupes kleinéens. D'ailleurs, ces tétraèdres seront en nombre fini M 
et rempliront une seule fois tout l'espace, c’est-à-dire qu'on aura un 
nouveau groupe G’ de transformations de l’espace que conservent les 
angles. À ce groupe G’, on fera correspondre un groupe isomorphe K 


d'ordre M ou = renfermant les quatre substitutions de la forme (B) 


de période 2 qui caractérisent les inversions par rapport aux quatre 
faces du tétraèdre OABC. Ce groupe K sera nécessairement identique 
au groupe (L) et, par suite, le groupe G’ sera identique à G ou à un sous- 
groupe de G d'indice 2. Pour prouver que G et §” sont identiques, il 
suffira de montrer que l’une des transformations dont se compose le 
groupe G est précisément l’inversion par rapport à la sphère imagi- 
naire (Z’). C’est ce qui résulte bien clairement des remarques sui- 
vantes. Au nombre des transformations du groupe G’ se trouvent les 
inversions par rapport aux trois plans de symétrie de l’icosaèdre OAB, 
OAC, OBC, par suite les inversions par rapport à l’un quelconque des 
plans de symétrie de l’icosaèdre et par conséquent aussi la transfor- 
mation par symétrie relativement au point O. Soit (X,) la sphère à la- 
quelle appartient la face ABC et (E,) la sphère symétrique par rapport 
à l’origine. Le groupe §” contiendra encore l’inversion par rapport à 
(£) et, par conséquent, l’inversion par rapport à la sphère (£) qui 
passe par l'intersection des deux sphères (£,) et (£, ); renfermant à la 
fois l’inversion par rapport à la sphère (£) et la transformation par 
symétrie relativement au point O, le groupe G’ contiendra l’inversion 
par rapport à la sphère imaginaire (Z’), qui est une combinaison des 
deux transformations précédentes. Donc les deux groupes G et G’ sont 
identiques, et i faudra 14 400 répétitions symétriques du tétraédre OABC 
pour remplir tout l'espace. 


_ 26. Le groupe (LI) donne naissance à un groupe de 120 substitu- 
tions orthogonales, dérivé de 10 inversions, qui peut être détini géo- 
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’ 
métriquement d’une manière très simple. LA One les six plans de 
symétrie d’un tétraèdre régulier 


LEO, We == 0, See D a 


et les quatre sphères 


2 9 9 2 
CE eee 
V5 
RP ARE T—Y—3)=“1—=0, 
(36) v 


ot yt tt (ae + —3)—1—=0 
i ‘a nr} 


( #2+y+s)—1=0, 


LH yA 2 mn Es domi) 


+ — 
3 
La première sphère coupe à angle droit les deux plans æ — y =o, 
«x —z=o0 et sous un angle de 6o° le plan x + y =o. Le tétraèdre 
OABC, limité par ces trois plans et cette sphère, aura donc les angles in- 

diqués sur la fig. 8. 


Fig. 8. 
‘i 
/ 
i \ 
\ 
fi 
/ 
/ \ 
1 \ 
{ 
! K 
4 ES 
at We \ 
\ 
0 F ; > 
wh yey 
7 \ 
7 NS 
ee Ss 
Tt Sr x 
3 B LS ESS 
EEE Se 
“qe Cat 
eh ie 


Assemblons six tétraèdres égaux au précédent autour de l’arête OB, 
nous formons un tétraèdre OCDE dont les angles auront les valeurs 
marquées sur la fig. 9; réunissons ensuite quatre tétraèdres égaux 
à celui-là autour du sommet O, nous formons un nouveau tétraèdre 
CDEF (fig. 10), dont les faces appartiennent aux sphères (36) et dont 


les angles sont égaux à =. Il suffit évidemment d’ajouter à ce tétraèdre 
CDEF les quatre tétraèdres symétriques par rapport à chacune de ses 
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faces pour remplir tout l’espace. Par conséquent, i faudra 24 x 5 — 120 
répétitions symétriques du tétraèdre OABC de la fig. 8 pour remplir tout 


l’espace. 
Fig. g- Fig. 10. 


F 


Les dix sphères d’inversion auront pour équations, dans le système 
de coordonnées u,, Uy, U3, U,, 


Lipman 0, tj st ge), Ug, = 0; 


(37) Tre Us + Uz; + U, = 0, Vu + u;— u,—u,—=0, 


bu, — Use us — UO; /5u,— ug— Uy; + U0; 


le systeme de 120 substitutions orthogonales, isomorphe au groupe 
(LI), sera dérivé des 4 substitutions fondamentales 


se mm 


(u,)'= uw, (w,)'= uM, (ui) = ui, 
(us) = Us, (us) =—us, (uw) = us, 
(u3) = Ua, (us) = — us, (us) = 4, 
(w= us; (u) =; (uy)! = us; 
Piven VE Vow nt UE Ml 
=e A va 
V2 2V2 
Fr 12 NOUS ER FPT 
(ui = — = 
V2 2V2 


) 
? 
V5 ui + a+ u3+ Uy 
= | 
2V2 


I (a+ Uo + Ug+ Uy 


2V2 


A 
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27. Les groupes qui viennent d’être considérés contiennent à la 
fois des transformations droites et des transformations gauches; les 
transformations droites de chacun des groupes forment de nouveaux 
groupes, et il est aisé d’avoir les divisions régulières correspondantes 
de l’espace. Il suffira d’associer chaque tétraèdre à un tétraèdre symé- 
trique par rapport à une de ses faces. Le nombre des régions sera évi- 
demment diminué de moitié. 

Considérons quatre sphères de l’un quelconque des systèmes qui 
viennent d’être étudiés, telles que trois quelconques ne passent pas 
par un même cercle. Ces quatre sphères décomposent l’espace en seize 
tétraèdres. Prenons en particulier un de ces tétraèdres ; l'angle de deux 
faces adjacentes est commensurable avec x et les répétitions distinctes 
de ce tétraèdre par la loi de symétrie sont en nombre Æmité, mais ces 
répétitions symétriques empiètent en général les unes sur les autres 
et remplissent l’espace plusieurs fois. Ce n’est que dans les cas qui 
ont été examinés, où l’angle de deux faces adjacentes quelconques est 
une partie aliquote de r, que les répétitions symétriques remplissent 
l’espace une seule fois. 

Ces divisions de l’espace, considérées dans la troisième Partie de ce 
travail, sont analogues, comme on voit, aux divisions de la sphère en 
triangles ou en quadrilatères au moyen des plans de symétrie d’une 
double pyramide ou d’un polyèdre régulier. Mais nous n’avons pas 
épuisé ainsi tous les groupes d'ordre fini de substitutions orthogonales 
à quatre variables. Il existe donc des divisions régulières de l’espace en 
un nombre fini de régions qui n’ont pas leurs analogues sur la sphere. 
Je me propose de revenir sur ces divisions dans un autre travail. 


IV. 


28. Parmi les notions de Géométrie susceptibles d’être étendues 
à n dimensions se trouve celle des figures régulières. Dans l’espace a 
quatre dimensions, en particulier, on sait qu'il existe six polyèdres 
réguliers (‘). D’un autre côté, le problème de Géométrie traité par 


(1) Srrincuam, Regular figures in an dimensional space (American Journal of Ma- 
thematics, t. Ill, p. 1; 1880). — V. ScuLecer, Quelques théorèmes de Géométrie an di- 
mensions ( Bulletin de la Société mathématique de France, t. X, p. 172; 1882). 
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M. Schwarz, auquel il a été fait allusion plus haut (n° 20), conduit à 
la recherche des triangles sphériques dont les trois côtés appartiennent 
à trois plans de symétrie d’un polyèdre régulier. On est donc amené à 
soupçonner quelque rapport entre la théorie des. polyedres réguliers 
de l’espace à quatre dimensions et les divisions régulières de l’espace 
dont il a été question dans les n° 22 à 27. Voici le moyen le plus 
naturel pour montrer la connexion intime qui existe entre ces deux 
questions. af 

Considérons d'abord un polyedre régulier convexe de l’espace à 
trois dimensions; les plans menés par les arêtes de ce polyèdre et le 
centre de la sphère circonscrite décomposent la surface de cette sphère 
en polygones sphériques réguliers égaux. La recherche des polyèdres 
réguliers à trois dimensions revient par conséquent à ce problème de 
Géométrie : 

Décomposer la surface d’une sphère en polygones réguliers égaux par 
des arcs de grand cercle. 

Ce problème peut à son tour être remplacé par un problème de 
Géométrie plane dont il est bien facile d’avoir l'énoncé. En effet, fai- 
sons une projection stéréographique de la sphère, divisée comme il 
vient d’être dit, sur un plan; les arcs de grand cercle auront pour pro- 
jections des arcs de cercles orthogonaux à un même cercle imaginaire 
(C’). Le plan se trouvera divisé en un nombre fini de polygones limités 
par des ares de cercle orthogonaux à C’. Ces polygones ne seront plus 
égaux, mais ils seront congruents; en d’autres termes, ils pourront 
se déduire l’un de l’autre par une suite d’inversions. De plus, ils 
seront tous congruents à un polygone de même nature qui aurait tous 
ses côtés égaux et tous ses angles égaux. Si donc nous convenons 
d'appeler polygone régulier un polygone limité par des ares de cercle 
orthogonaux au cercle imaginaire (C’) et congruent à un polygone de 
méme espèce ayant tous ses côtés égaux et tous ses angles égaux, le 
problème de Géométrie sphérique énoncé plus haut est identique à 
celui-ci : 

Diviser le plan en polygones réguliers congruents recouvrant tout le 
plan une fois et une seule fois. 


Il n’y a plusrien dans cet énoncé qui suppose la notion de l'étendue 


i 
| 
‘ 


NE 


Sa be 


LU 
\ 
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à trois dimensions, et rien ne nous empêche de nous proposer un 
problème analogue à celui-là dans l’espace à trois dimensions. Nous 
aurons ainsi la projection dans cet espace d'un polyèdre régulier de 
l'espace à quatre dimensions, ou plutôt de la configuration déter- 
minée par ce polyèdre sur l’Aypersphére 


2 2 2 ee 
uy Sis us ooh us + U, 1. 


Soit done (X’) une sphère imaginaire, par exemple la sphere qui a 
pour equation 
a+ y? + 2? 4.303 


nous appellerons corps régulier tout corps limité par des portions de 
sphères réelles orthogonales à (Z’), congruent à un corps de même 
nature dont tous les éléments de même espèce seraient superposables, 
et dont les faces seraient des polygones sphériques réguliers égaux. 
On obtiendra un solide de cette espèce en remplaçant les faces planes 
d’un polyedre régulier ordinaire par des faces sphériques égales. Re- 
marquons qu'un corps régulier peut parfaitement s'étendre jusqu’à 
l'infini; par exemple, la portion de l’espace comprise dans la partie 
positive du trièdre oxyz et extérieure à la sphère 


Oe SE Ae hee LEE 0 


constitue, d’apres notre définition, un corps régulier a quatre faces ou 
un éétraëdre régulier. Cela posé, la détermination des polyèdres régu- 
liers de l’espace à quatre dimensions est équivalente, à notre point de 
vue, à ce problème de Géométrie à trois dimensions : 


Diviser l’espace en corps réguliers congruents, de façon que ces corps 
réguliers remplissent tout l’espace une fois et une seule fois. 


Une fois qu’on aura obtenu un pareil mode de division, on n’aura 
plus qu’à imaginer les sommets projetés sur l'hypersphère 


2 2 2 PS 
UPS AUS Ph uy 


pour avoir les coordonnées des sommets d’un polyèdre régulier dans 
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l'espace à quatre dimensions. On retrouve ainsi sans aucune difficulté 
les six figures régulières découvertes par M. Stringham. 

29, Le tétraèdre CDEF de la fig. 10 est évidemment un corps régu- 
lier, d’après la manière même dont ce tétraèdre a été obtenu, et il 
admet les mêmes plans de symétrie que le tétraèdre régulier ordi- 
naire qui a les mêmes sommets, c’est-à-dire les six plans OCD, OCE, 
OCF, ODE, ODF, OEF. Le tétraedre symétrique de celui-là par rapport 
à la face CDE, par exemple, sera un nouveau corps tétraédral régulier, 
limité par la face CDE et les prolongements des trois plans OCD, ODE, 
OCE. En opérant de même avec chaque face de CDEF, on voit que l’es- 
pace est décomposé en cing corps tétraédraux réguliers ayant quatre a 
quatre un sommet commun. Le nombre des sommets de cette figure 
est égal à cing, celui des arêtes à dix, ainsi que celui des faces. On a 
ainsi la projection dans l’espace à trois dimensions du pentaédroide de 
M. Stringham. Les coordonnées des cing sommets de ce polyedre dans 
l’espace à quatre dimensions sont 


\ 


1 5 
CRAN Us = Lp 0), U—=— 5) U=Uj= = — =| | 
4 4 


JF 
at Vd I Vo 
st Ep ‘eee Re lapel Nach peo > ee | Te ES ee eg 2 


7 = 
I V5 
Cu 3 Uy = U3 = — Uy, = PE 


il admet dix plans de symétrie représentés par les équations (37). 
L'octaèdre à faces courbes de la fig. 4 A BCA’B'C' est aussi un corps 
régulier. Cet octaèdre est formé par la réunion de huit tétraèdres 
OABC congruents au tétraèdre de la fig. 3, et il faut, nous l’avons vu, 
192 tétraèdres congruents à celui-là ou à son symétrique pour remplir 


’ , 102 \ 

tout l’espace. Il faudra par conséquent 3 = 24 octaèdres congruents 
x , \ \ , P . . . 

à l'octaèdre ABCA’B’C’ pour remplir tout l’espace; ils se déduiront 
d’ailleurs du premier par des répétitions symétriques. On a ainsi une 
de ga : + : >. . 
division de l’espace en corps octaédraux réguliers assemblés six par 
= pee Fe É x a A 

six autour d’un sommet commun. La figure a 24 sommets, 96 arêtes et 


96 faces, elle constitue la projection de l’icosatétraédroide de M. String- 
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ham. Dans l’espace à quatre dimensions, les sommets auront pour 
coordonnées 


(HU US — 0, UV, SSE 1), 
(RENTE EE 
(== =0, Uy =E 1); 


(ipa he Se 0, UL, =), 


ie PRET — ed so) 
(ps See ec do ug see tee ts), 


le polyedre admet 24 plans de symétrie représentés par les équa- 
tions (33). 

La division de l’espace en seize tétraèdres au moyen des trois plans 
de coordonnées et de la sphère 2? + y? + 3? — 1 — o fournit la projec- 
tion de l’Lexadécaédroide. Ces seize tétraèdres sont assemblés huit par 
huit autour d’un sommet commun; la figure a 8 sommets, 24 arêtes, 
32 faces. Dans l’espace à quatre dimensions, les sommets du polyèdre 
ont pour coordonnées 

CODES EU) = 0, li +), 
(HU SO, us EE): 
(ie ur = ous = A), 


(us Us EU = 0, ey Er); 


les plans de symétrie sont au nombre de seize, représentés par les 
équations 


== 0; Us =O, us; —O, t= O05 
iy i =O Uje= bie, Le Up, = Or 
Ur Us 0, TETE), SET, A0) 


Pour trouver la projection de l’octaédroide, reprenons le tétraèdre 
OABC congruent au tétraèdre de la fig. 3 (voir ci-après fig. 11); en 
assemblant quatre tétraèdres égaux à celui-là autour de l’arête OA, on 


forme une sorte de pyramide OBCDE, limitée par quatre plans qui se 


e La \ 2 LA A 
coupentsuivant des angles égaux à =» et une face sphérique BCDE, cou- 


# x TT . , . . oe 
pant tous ces plans sous un angle égal à +: Si l’on réunit ensuite six 


pyramides égales à celle-là autour du sommet O, on obtient un corps 


hexaédral tel que BCDEB'C'D'E (jig. 12), qui est évidemment régu- 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Mars 1889. 13 


n 
: 


he 


et dont de 


ay 


pour remplir tout l’espace et que l'hexaèdre précédent en contient 24, 


il faudra aa = 8 hexaèdres congruents à celui-là pour remplir tout 


l’espace. Il est aisé de le vérifier; en effet, si l’on prend les symé- 


Fig. 12. 


2 
di 


triques de l’hexaèdre BCDEB'C'D'E' par rapport à chacune de ces six 
fices, on obtient un corps formé de sept hexaëdres, et la partie de l’es- 
pace extérieure à ce corps constitue un hexaedre congruent au premier. 
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On voit que ces hexaeédres sont assemblés quatre à quatre autour d’un 
sommet commun; la figure a 16 sommets, 24 faces, 32 arêtes. Dans 
l’espace à quatre dimensions, les 16 sommets ont pour coordonnées 


= 1 2 4 — 1 — 
hi HE u3= Et, = EX 


les plans de symétrie sont les mêmes que pour l’hexadécaédroïde. 


30. Considérons enfin la division régulière de l’espace en 14 400 té- 
traèdres congruents au tétraedre OABC de la fig. 7 ou à son symétrique. 


Les sommets de cette configuration, analogues au sommet O, seront 


14400 
au nombre de 44 


= 120, et les sommets analogues au sommet B 
14400 
24 
on assemble 120 tétraedres égaux au tétraedre OABC ou à son symé- 
trique. On obtient ainsi un corps régulier ayant la forme d’un dodé- 
caèdre à faces sphériques, l’angle de deux faces adjacentes étant égal 


seront au nombre de = 600. Imaginons qu’autour du sommet O 


M2 DT 3 a 
à 5. Si l'on opère de même autour de chaque sommet analogue au 
sommet O, on aura divisé l’espace en 1 20 corps dodécaédraux réguliers 
congruents. Le polyèdre régulier correspondant de l’espace à quatre 
dimensions est l’hécatonicosaédroide de M. Stringham; le nombre des 
sommets est égal à 6oo et les dodécaedres sont assemblés quatre par 
quatre autour de chaque sommet. Le nombre des faces est égal à 720 
et celui des arêtes à 1200. 

De même, si, autour de chaque sommet analogue au sommet B, on 
rassemble les 24 tétraedres qui ont un de leurs sommets en ce point, 


on forme un corps tétraédral régulier, dans lequel l’angle de deux faces 


. D s 27 : : re / 
adjacentes est égal à =. L'espace se trouve ainsi divisé en Goo té- 


traèdres assemblés vingt par vingt autour d’un sommet commun; le 
polyèdre régulier correspondant de l’espace à quatre dimensions 
est l’hexacosiaedroide de M. Stringham. La figure a 120 sommets, 
1200 faces, 720 arêtes. Ces deux derniers polyèdres ont 6o plans de 
symétrie. 


31. On sait que les polyèdres réguliers de l’espace à trois dimen- 
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sions, cube et octaèdre, dodécaèdre et icosaedre, peuvent être associés 
deux à deux, de telle façon que les centres des faces de l’un soient les 
sommets de l'autre. En d’autres termes, si l’on considère une division 
de la surface de la sphère en polygones réguliers, les centres de ces 
polygones sont les sommets d’un autre mode de division de la sphere 
en polygones réguliers. De méme, si nous considérons une des divi- 
sions précédentes de l’espace en corps réguliers, les centres de ces 
corps réguliers sont les sommets d’un autre mode de division de l’es- 
pace en corps réguliers. J’appelle centre d’un corps régulier le point 
intérieur à ce corps commun à toutes les sphères orthogonales à la 
sphère (Z’) qui passent par une aréte de ce corps et divisent en deux 
parties égales l'angle des deux faces adjacentes. Appelons réciproques 
les polyèdres réguliers de l’espace à quatre dimensions qui correspon- 
dent à ces deux modes de division de l’espace; le pentaédroide et l’ico- 
satétraédroide coincident avec leurs réciproques. Le polyèdre réci- 
proque de l’octaédroide est l’hexadécaédroïde et le réciproque de 
Vhexacosiaédroide est l’hécatonicosaédroïde. 


32. La notion de polyedre régulier étoilé ne parait pas avoir été 
étendue à l’espace à quatre dimensions. Au point de vue où nous nous 
placons, cette extension n’offre aucune difficulté. On sait, en effet, que 
la construction d’un polyèdre régulier étoilé de l’espace à 3 dimen- 
sions équivaut à décomposer la surface de la sphère en polygones sphé- 
riques réguliers égaux, ces polygones recouvrant exactement la sphère 
plusieurs fois, et cela d’une manière uniforme, en sorte que la surface 
soit partout doublée ou triplée, etc. ('). Tout pareillement, la con- 
struction d’un polyèdre régulier étoilé de l’espace à quatre dimensions 
revient à diviser l’espace en corps réguliers congruents remplissant l’es- 
pace plusieurs fois, de façon qu’un point quelconque appartienne à un 
meme nombre fini de ces corps. On aperçoit sans peine plusieurs solu- 
tions du problème. Reprenons le dodécaèdre régulier à faces courbes 
dont il a été question au n° 30; si l’on prolonge les arêtes, on obtient 
un dodécaèdre régulier étoilé, à faces courbes, analogue au dodécaèdre 
régulier de deuxième espèce de Poinsot à faces étoilées. Les répétitions 


(*) Poixsor, Journal de l'École Polytechnique, t. WW, p. 36. 


D 


SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC. JOT 


de ce dodécaedre par la loi de symétrie sont au nombre de 120 et rem- 
plissent l’espace deux fois. On conçoit donc l’existence d’un polyèdre 
régulier étoilé dans l’espace à quatre dimensions formé de 120 dodé- 
caèdres réguliers étoilés, assemblés 12 par 12 autour des sommets. 

De même, si l’on prolonge les faces du dodécaedre convexe à faces 
courbes du n° 30 jusqu’à la rencontre des faces qui entourent la face 
opposée, on obtiendra un dodécaèdre étoilé, à faces courbes, analogue 
au dodécaédre de troisième espèce à faces convexes de Poinsot. Si l’on 
prolonge ensuite les arêtes de ce nouveau corps régulier, on obtient 
un nouveau dodécaèdre à faces courbes analogue au dodécaèdre de 
quatrième espèce de Poinsot. Les deux corps réguliers ainsi obtenus 
donnent encore lieu à deux divisions de l’espace en corps réguliers 
congruents remplissant l’espace plusieurs fois et, par suite, à deux 
nouveaux polyèdres réguliers étoilés dans l’espace à quatre dimen- 
sions. 

Dans les exemples précédents, les corps réguliers qui remplissent 
l’espace plusieurs fois d’une maniere uniforme sont analogues aux po- 
lyedres réguliers étoilés ordinaires. Voici maintenant un exemple de 
division régulière de l’espace par des tétraedres réguliers à faces sphé- 
riques, tels que par chaque point de l’espace passe un même nombre 
de ces tétraèdres. 

Considérons les trois plans de symétrie de l’icosaedre qui ont pour 


équations 
æVio+2V5 +y(V5 —1)=0, 2æ+z(ÿ5—1)—0, 
et la sphère de rayon R — 2 qui a pour centre le point de coordonnées 


4 a 5 


LS ———— a0 8 ed 
Vo Vio— 2/5 


Cette sphère a son centre sur un axe de symétrie ternaire de lico- 
saedre; elle coupe orthogonalement la sphère imaginaire (2’) et, sous 


un angle égal à = la sphère (2) : elle fait donc partie du groupe des 


6o sphères dont il a été question au n° 25. Par suite, les répétitions 
distinctes du tétraèdre, limité par ces trois plans et cette sphere, d’a- 
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près la loi de symétrie, seront en nombre limité et rempliront l’espace 

un nombre fini de fois. Mais on vérifie aisément que ce tétraedre est 

un corps régulier, l’angle de deux faces adjacentes quelconques étant 
# 

, ‘ T oa A , , : 110207 

égal à + On est donc conduit à un nouveau polyèdre régulier étoilé 


de l’espace à quatre dimensions. 


a a 
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DES 


CUBIQUES PLANES UNICURSALES, 


Par M. L. RAFFY.. 


INTRODUCTION. 


Les courbes algébriques planes, les plus simples après les coniques, 
sont les cubiques unicursales. La détermination de leurs arcs dépend 
d'une intégrale hyperelliptique qui est ordinairement de genre 3. 
Dans certains cas pourtant le problème est résolu par une intégrale de 
genre moindre. Ainsi la parabole semi-cubique droite, la première 
courbe qui ait été rectifiée, a son arc algébrique : c’est la développée 
de la parabole du second degré. On sait aussi depuis longtemps (‘) 
que toute cubique unicursale passant par les points cycliques est rec- 
tifiable par une intégrale eiliptique (et méme la cissoide droite en 
termes finis). Plus récemment la théorie des surfaces minima a fourni 
une nouvelle classe de cubiques unicursales à are algébrique (?) : ce 
sont les lignes de courbure de la surface de M. Enneper. Connues 
aussi (*) comme podaires négatives d’une parabole par rapport à son 
foyer et comme caustiques par réflexion d’ane parabole pour des 
rayons incidents perpendiculaires à son axe, ces courbes pourraient 
être appelées caustiques-podaires de la parabole. Leur arc est une fonc- 
tion rationnelle des coordonnées de son extrémité. 


(1) Satmon, Higher plane curves, p. 267; Dublin, 1852. 
(2) Dargoux, Lecons sur la théorie des surfaces, t. 1, p. 318 et 4o1. 
(3) Satmon, Higher plane curves, 2° édition, Chap. HI. 


104 L. RAFFY. 


Je me suis proposé de relier ces résultats et de déterminer toutes les 
cubiques unicursales dont l’arc est exprimé par une intégrale de genre 
inférieur à 3, et toutes celles qui sont rectifiables algébriquement ou 
en termes finis. d 

Dans un premier Chapitre, j’indique les singularités qui diminuent 
le genre de cette intégrale pour une courbe unicursale quelconque et 
particulièrement pour les cubiques. 

Dans le Chapitre II, j’étudie en détail les cubiques dont l’are est de 
genre o, de genre 1 ou de genre 2. Ce sont d’abord les cubiques à cour- 
bure rationnelle ('); j'entends par là les cubiques pour lesquelles la 
dérivée de l'arc par rapport à ¢ est une fonction rationnelle de ¢. {n'y a 
pas d’autres cubiques unicursales à courbure rationnelle que les caustiques- 
podaires des paraboles du second degré. Viennent ensuite les courbes 
rectifiables par l’intégration d’un radical carré portant sur un trindme 
du second degré (radical circulaire). Ce sont évidemment, avec les 
précédentes, les seules cubiques immédiatement rectifiables en termes 
finis, c’est-à-dire rectifiables en termes finis sans changement de va- 
riable. Elles forment trois classes : 1° les courbes représentées en coor- 
données rectangulaires par les formules 


+ VER ae aS 
t oie pos le de 


t—c t—€ 


oH 


2° les paraboles semi-cubiques, obliques ou droites ; 3° les cissoides , 
obliques ou droites. 

Relativement aux courbes dont l’arc est de genre 1, on a ce théo- 
reme : 


Les seules cubiques unicursales dont l’arc soit de genre 1 sont celles qui 
présentent une des singularités suivantes, à l'exclusion des trois autres : 
1° deux points d’inflexion à tangente isotrope, situés à distance finie; 
2° rebroussement à distance finie et contact simple avec la droite de l’in- 
fini; 3° branches paraboliques formant infleæion ou rebroussement à 
l’infint; 4° passage par les points cycliques. 


(1) Il est naturel d'appeler courbes à courbure rationnelle les courbes dont la courbure 


est une fonction rationnelle des coordonnées cartésiennes. On les a aussi appelées courbes 
de direction. 
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Enfin les seules cubiques unicursales dont l'arc soit de genre 2 sont : 
1° celles qui présentent un rebroussement à distance finie; 2° celles qui 


ont un contact simple avec la droite de l'infini ou qui admettent une 
asymptote double. 


Le Chapitre III traite des cubiques unicursales dont l’arc est une 
fonction algébrique du paramètre ¢. Parmi les courbes dont l’arc est 
de genre zéro, les seules qui répondent à la question sont les caus- 
tiques-podaires et les développées des paraboles du second degré. Ce 
résultat acquis, je prouve que si l'arc est algébrique, il est de genre 
zéro. Done les seules cubiques unicursales dont l'arc soit algébrique sont 
les caustiques-podaires des paraboles du second degré (arc rationnel) et 
les développées de ces mêmes paraboles (arc irrationnel). 

Au Chapitre IV, j’étudie les cubiques unicursales dont l’arc est sus- 
ceptible de s'exprimer en termes finis. Apres avoir établi ou rappelé 
quelques propositions auxiliaires, je démontre ce théorème : 


En dehors des cubiques dont l'arc est de genre zéro, les cubiques dont 
l'arc est susceptible de s'exprimer en termes finis ne doivent être cherchées 
que parmu celles dont l'arc est de genre 1 et qu présentent soit un rebrous- 
sement a distance finie et un contact simple avec la droite de Vinfini, soit 
des branches paraboliques formant inflexion ou rebroussement à Vinfint. 


Examinant ensuite les courbes de ces deux classes, je conclus qu’il 
n’en existera parmi elles de rectifiables en termes finis que si l’on 
peut intégrer en termes finis l’une des différentielles 


(3 +1) ds “ (3 +1) dz 
Va A(z+ 1) at-+ An's + 3) 


pour quelque valeur positive de À ou pour quelque valeur positive 
de À autre que 1. Cette dernière question ne semble pas pouvoir être 
résolue dans l’état actuel de la Science. Néanmoins, comme l’intégra- 
tion en termes finis exige deux conditions et qu'on ne dispose que 
d’un seul paramètre, il paraît fort probable qu’en dehors des cubiques 
unicursales dont l'arc est de genre zéro; il n'en exisle aucune qui soit rec- 
tifiable en termes finis. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Mars 1889. 14 
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CHAPITRE PREMIER. 


DU GENRE DE L’ARC DES COURBES PLANES UNICURSALES ET DES SINGULARITES 
QUI LE DIMINUENT. 


1. Les coordonnées d’une courbe unicursale peuvent s'exprimer 
rationnellement en fonction d’un paramètre ¢ qui corresponde unifor- 
mément aux points de la courbe. Si la courbe est d'ordre m, le déno- 
minateur commun des coordonnées est d'ordre m, ainsi que leurs nu- 
mérateurs; c’est du moins ce qu’on peut toujours réaliser au moyen 
d’une transformation homographique opérée sur le paramètre. Cela 
étant, nous substituerons aux coordonnées rectangulaires x et y les 
coordonnées symétriques 


u-xr+ty, y= xr—iy, 


et nous serons en droit de poser 


A, B, C désignant trois polynômes entiers en ¢, d’ordre m, qu'aucun 
polynôme en ne divise à la fois. N’ayant égard qu’aux courbes réelles, 
nous supposerons que C est un polynôme à coefficients réels, et que A 
et B ont leurs coefficients imaginaires conjugués. 

Dans ce système de notations, la dérivée de l’are s par rapport à 4 a 
pour expression 


v(CAr— AC’) (CB'— BC’) VT 


Vu — œ = 


Les deux polynômes CA’ — AC’ et CB'— BC’ peuvent être supposés 

du degré 2m — 2; leur produit T est du degré 4m — 4. L'intégrale 
1p ’ WE 

hyperelliptique qui représente l'arc est done de genre 2m — 3, saut 

abaissement possible. On conçoit en effet que T puisse admettre dans 

certains cas des racines multiples. Si T est de la forme +29, 0 étant un 


i 
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polynôme de degré 2r sans racine multiple, l'intégrale qui représente 
Pare sera de genre zéro pour r= o et r=1, de genre r — 1 Dour F2. 
Ce genre peut être appelé le genre de l'arc; car il ne change pas quand 
on substitue à ¢ tout autre paramètre correspondant uniformément aux 
points de la courbe. On sait en effet que tous les paramètres =z qui 
jouissent de cette propriété sont liés à ¢ par une relation homogra- 
phique 
az+b 


See 
az+ 6 


Ainsi défini, le genre de l’aren’est susceptible d’abaissement que par 
Veffet des singularités qui correspondent à des racines multiples de T. 
Nous allons énumérer ces singularités dans les courbes unicursales 
d'ordre quelconque, et nous les discuterons plus spécialement dans le 
cas des cubiques. Cette étude se rattache à celle des points singuliers; 
pour la définition de l’ordre et de la classe d’un cycle, et pour la dé- 
termination de ces nombres, nous ne pouvons mieux faire que de ren- 
voyer aux travaux de M. Halphen, notamment à l’importante Étude 
sur les poinis singuliers, qui est jointe à l'Ouvrage classique de Salmon: 
Traité de Géométrie analytique; courbes planes (*). 


I. — Singularités qui diminuent le genre de l'arc. 


2. Dans tout ce qui suit, nous supposerons T mis sous la forme 
Tr, 


0 étant un polynôme entier sans racine multiple, dont le degré sera 
représenté par 60. Pour l’évaluer, nous étudierons les racines de T. Il 
y en a de deux sortes : 1° celles qui n’annulent pas C; 2° celles qui 
annulent C. D’après nos conventions, les premières donnent des points 
de la courbe situés à distance finie, les secondes des points à l’infini, et 
ce sont les seules valeurs de ¢ qui donnent ces points. 


Racines de T n'annulant pas G. —-Soit t) une pareille racine; elle 


(1) Appendice, K° Partie, n° 1 à 10. Le nombre que M. Halphen appelle ¢ est, par la 
nature de notre problème, toujours égal à r. 
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annule au moins un des deux polynômes CA’ — AC’ et CB’ — BC’. Nous 
supposerons que, pour ¢=Z), CA’— AC soit nul comme (¢ — 4)" 
et CB’— BC’ comme (¢ —4,)-", n et p étant deux entiers dont l’un 
au moins est supérieur ou égal a 2. Le rapport 


u! y'—ix! 
Lx y+ ta! 


est de l’ordre de (¢ — ¢,)*?. Si donc » et p sont différents, ce rapport 
est nul ou infini, c’est-à-dire que y’ : +’ est égal à +7; la tangente au 
point M(u =a, » = b) donné par ¢ = @, est une droite isotrope. Soit, 
par exemple, p plus grand que zn, 


P=R+Y. 


La tangente en M au cycle fourni par les valeurs de ¢ voisines de 4, a 
pour coefficient angulaire —z. (Ce point M peut d'ailleurs être l’ori- 
gine d’autres cycles, si les deux équations u =a, » = b admettent 
d’autres racines communes que ¢=2,.) Le développement de u — a 
suivant les puissances de ¢ — 4, commence par un terme en (£—4,}", 
celui de e — b par un terme en (4 —4,)"*. Ainsi, le point M est l’ori- 
gine d’un cycle à tangente isotrope dont l’ordre est x et la classe v. 
D'autre part, ¢, est racine d'ordre 2n + v — 2 de T; ainsi 00 est di- 
minué du plus grand nombre pair contenu dans 2z + v — 2. Done: 


St un point situé a distance finie est l’origine d’un cycle à tangente iso- 
trope, le cycle étant d'ordre n et de classe y, le genre de l'arc est diminué 
den — 1 plus la partie entière de y : 2. 


Si net p sont égaux, le rapport y’:æ’ tend pour ¢ —=t, vers une li- 
mite différente de +7. La tangente en M au cycle considéré n’est pas 
une droite isotrope. Le cycle est d'ordre n; et, ¢ étant racine d’ordre 
2n — 2 de T, le genre de l’arc est diminué de n — r. Done : 


St un point situé a distance Jirue est l ‘origine d’un cycle à tangente non 
isotrope, le cycle étant d’ ordre n, le genre de l'arc est diminue de n — 1. 


3. Racines de T annulant C. — Soit 4, une telle racine ; elle annule un 
seul des polynômes CA’— AC’ et CB’ — BC’ ou les annule tous les deux 
suivant qu'elle est racine simple ou racine multiple de C. Soit r son 
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ordre de multiplicité. Si elle n’annule ni A ni B, elle est racine d’ordre 
2n — 2 deT, 66 est diminué de 27 — 2 et le genre de l'arc de n — 1. 
Remarquons que, dans ce cas, uw et ¢ sont, pour ¢ =4,, infinis comme 
(t—t,)-”; le rapport | 


tend vers une limite ‘finie et différente de zéro. Ainsi æ et y sont in- 
finis, et le rapport y: a prend une valeur différente de == 7. Donc: 


St une courbe admet une direction asymptotique non isotrope et si au 
point situé à l'infini dans cette direction correspondent n valeurs égales 
du paramètre t, le genre de l'arc est diminué den — 1. 


_ Supposons maintenant que ¢, annule A ou B, A par exemple. Cette 
valeur rend nul le rapport w:¢ et donne une direction asymptotique 
de coefficient angulaire 7. 

Soit r son ordre de multiplicité comme racine de A. Il y a trois cas 
à distinguer, suivant que r est supérieur, égal ou inférieur à 7. 

Supposons d’abord r2n +1. Le cycle fourni par les valeurs de 
t infiniment voisines de ¢, est d'ordre n et de classe v=r— 7. 
D’autre part, le polynôme CA’ — AC’ admet ¢, comme racine d'ordre 
n+r—i=2n+v—1; le polynôme CB'— BC’ admet #, comme ra- 
cine d'ordre n — 1. Donc £, est racine d’ordre 3n + v — 2 de T; l’abais- 
sement de 08 est égal au plus grand nombre pair contenu dans 3n-+v—2. 
Par suite, /e genre de l'arc est diminué de n — 1 plus la partie entière de 
(n+yv)i2. 

Soit maintenant r=n. Pour ¢=¢,, u prend une valeur a finie et 
différente de zéro, tandis que ¢ est infini comme (4 — #,)*. Le cycle 
correspondant aux valeurs de ¢ voisines de 4, est d'ordre ». Pour trouver 
sa classe, on fera une combinaison linéaire et homogène de A et C, d’où 
disparaisse le terme en (¢ — ¢,)”. Cette combinaison est ici À — aC. Si 
n + vest le degré de son premier terme, la classe du cycle est v. D'autre 
part, A — aC admettant t, comme racine d'ordre n + v, l'identité 


CA! — AC! = CA — a€)’— (A — aC)C' 


montre que CA’— AC’ admet ¢, comme racine d'ordre 27 +v —13 or 
t, est racine d'ordre n — 1 de CB’— BC. Donc #, est racine d'ordre 
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3n + v — 2 de T: l’abaissement de 60 est égal au plus grand nombre 
pair contenu dans 3n + v — 2. Par suite, le genre de l’arc est diminué 
den — 1 plus la partie entière de (n+ v) : 2. 

Supposons enfin r£n —1.Le cycle est d'ordre r et de classe v=n—r. 
D'autre part, le polynôme CA’— AC’ admet ¢, comme racine d’ordre 
n+r—1—on—v—1, et CB’— BC’ admet #, comme racine d’ordre 
n— 1. Done t, estracine d’ordre 3n — v — 2 de T; l’abaissement de 60 
est égal au plus grand nombre pair contenu dans 3n — vy — 2. Par 
suite, le genre est diminué de n — 1 plus la partie entière de (n — v): 2. 

Dans le cas présent, l’asymptote isotrope est rejetée à l'infini, 
puisque u ets sont infinis pour 4—4,, tandis que, dans les deux cas 
précédents (r27n), l’asymptote isotrope est située à distance finie. 
Dans les trois cas, n désigne le nombre des valeurs égales de ¢ qui cor- 
respondent à l’origine du cycle, et v est la classe du cycle. On arrive 
donc à cette conclusion : 


Si l’un des points cycliques est l’origine d’un cycle de classe y et si a ce 
point correspondent n valeurs égales du paramètre t, le genre de l'arc est 
diminué den — 1 plus la partie entière de (n + v) : 2, st l’asymptote iso- 
trope tangente au cycle est située à distance finie; ul est diminué de n — 1 
plus la partie entière de (n— y) 22, si celte asymplote est rejetée à l’in- 
fini. 


4. La discussion précédente se résume en ces quatre énoncés : 


THÉORÈME I. — Si un point situé à distance finie est l’origine d'un 
cycle à tangente isotrope, le cycle étant d’ordre n et de classe y, le genre 
de l'arc est diminué de n — 1 plus la partie entière de v : 2. 


Tutoréme I. — Si un point situé à distance finie est l'origine d'un 


cycle à tangente non isotrope, le cycle étant d'ordre n, le genre de l'arc 
est diminue den — 1. 


Tutortme Ill. — Si une courbe admet une direction asymptotique non 
wsolrope, et st au point situé a l'infini dans cette direction correspondent 
n valeurs égales du paramètre t, le genre de l'arc est diminué den — 1. 


TaéorÈmE IV. — Si l'un des points cycliques est | ‘origine d'un cycle de 
classe v, et si à ce point correspondent n valeurs égales du paramètre t, le 


+ rene 
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genre de l'arc est diminué de n — 1 plus la partie entière (n + er 
st LV asymptote isotrope tangente au cycle est située a distance Jinie; il est 
diminué de n — 1 plus la partie entière de (n — v):2, si cette asym- 
ptote est rejetée al’infini. 


II. — Genre de l'arc d’une cubique. 


9. Nous allons appliquer ces quatre théorèmes aux cubiques. 


Remarques préliminaires relatives aux cubiques. — 1° Il n’y a pas de 
cycle d’ordre supérieur à 2: il n’y a de cycle d’ordre 2 que celui qui a 
pour origine le point de rebroussement quand la courbe en présente 
un; 2° la-somme x + v de l’ordre et de la classe d’un cycle ne peut 
dépasser trois; 3° un point cyclique ne peut étre qu’un point simple, 
origine d’un cycle d’ordre t comme tout point simple. 


6. Application du théoréme I. — Le point origine d’un cycle a tan- 
gente isotrope ne peut être qu’un point simple; car une courbe réelle 
présentant un rebroussement où la tangente est une droite isotrope 
doit avoir un autre rebroussement où la tangente est l’autre droite iso- 
trope, ce qui n’est pas possible pour une cubique. Ainsi 7 est égal à 1. 
Dès lors, pour que le genre de l’arc diminue, il faut que v soit égal 
à 2 (puisque nr + v£3), c’est-à-dire que l’origine du cycle soit un point 
d’inflexion. L’abaissement correspondant de 00 est égal à 2. Mais il 
existe un autre point d’inflexion où la tangente est l’autre droite iso- 
trope. Donc : 


Si une cubique presente à distance finie deux points d'inflexion à tan- 
gente isotrope, 0 diminue de 4 unités. 


Remarquons qu’une cubique unicursale ayant au plus trois points 
d’inflexion, en vertu des formules de Plücker, ne peut présenter plus 
d’un couple de deux points d’inflexion à tangente isotrope. L’abaisse- 
ment de 00 qui correspond au théorème I ne peut done se produire 
qu’une fois. 


7. Application du théorème II. — I n’y aura abaissement du genre 
de l’arc que si n est égal à 2, c’est-à-dire que si l’origine du cycle est 
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un point de rebroussement. L’abaissement correspondant de 64 est 
égal à 2. Donc : 
Si une cubique présente un point de rebroussement à distance fine, 


00 diminue de 2 unités. 


8. Application du théorème III. — K n’y aura abaissement du genre 
de l'arc que si Cadmet une racine double ou une racine triple. Dans le 
premier cas, 60 diminue de 2 unités; dans le second, de 4 unités. 

Voyons quelles singularités géométriques correspondent à ces deux 


hypothèses. 
Soit d’abord ¢ = o une racine double de C. Nous poserons 


Lu TY 
C=(t—a), var eet Reet Wi 


X et Y désignant deux polynômes du troisième degré en #, dont un 
seul peut être divisible par ¢. On est donc en droit de supposer que Y 
ne s’annule pas avec ¢. Pour déterminer l’ordre et la classe du cycle 
dont l’origine est le point à l’infini donné par 4— 0, on doit former 
avec C, X et Y trois combinaisons linéaires et homogènes qui soient, 
pour z = 0, de l’ordre de grandeur de trois puissances différentes de ¢. 
Soient «, 8, y les exposants de ces puissances rangés par ordre de 
grandeur croissante ; l’ordre n du cycle est 8 — a, sa classe v est y — 6. 
Ici, l’un des exposants x, 8, y est nul, puisque Y n’est pas divisible 
par ¢; un autre est égal à 2, puisque C est divisible par ¢?. Il faudra 
former une combinaison € = fC + gX + AY qui, pour =o, soit de 
l'ordre de grandeur d’une puissance positive de #, autre que la seconde. 
Or, le polynôme € est du troisième degré en ¢; il sera done nécessaire- 
ment de l’ordre de ¢ ou de l’ordre de 4*. Dans le premier cas, on a 


iO. Det, HET RE Be ES, VE yep. 


L'ordre et la classe du cycle fourni par les valeurs infiniment petites 
de ¢ étant égaux tous deux à l'unité, l'origine du cycle est un point 
ordinaire; la tangente au cycle est la droite de l'infini, puisque t =o 
est racine double de C. 

Dans le second cas, on a 


HE 0, Êese, Fa nee), v= YA, 
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Le cycle fourni par les valeurs infiniment petites de z étant d’ordre 2 et 
classe 1, son origine est un point de rebroussement. D'autre part, 
l'expression 


xX 
Seles. +hi=frgnthy 


est proportionnelle à la distance d’un point (a, y) de la courbe à la 
droite 


(D) owe ml =O; 


qui n’est certainement pas la droite de V’infini; car, si g et À étaient 
tous les deux nuls, © serait de l’ordre de £? et non de l’ordre de 2?. Or 
ona ’ 

NE ee NE: 

e.g) to 


On voit par là que le point de rebroussement donné par ¢ = o est sur 
la droite (D), qui sera une asymptote double de la cubique. 


9. Supposons maintenant que C admette une racine triple. Cette 
racine étant nécessairement réelle, on peut la supposer nulle. Soit done 
C= 1. On n’aura qu’à prendre comme nouvelle variable z l'inverse 
de ¢ pour avoir les deux coordonnées de la courbe exprimées par deux 
polynômes entiers. Réciproquement, si les coordonnées d’une cubique 
sont exprimées par deux polynômes entiers en z, on pourra dire que C 
admet une racine triple; car, si l’on prend pour nouvelle variable 4 
l’inverse de z, les coordonnées deviennent des fractions, et leur déno- 
minateur commun est 2’. Ainsi il revient au même de dire que Cadmet 
une racine triple ou que les coordonnées sont des fonctions entières 
d’un paramètre. 

Pour étudier les singularités géométriques qui correspondent à cette 
hypothèse, posons 

Get, ZE ye . 
X et Y étant deux polynômes, dont le premier seul pourra être divi- 
sible par ¢. Pour déterminer l’ordre et la classe du cycle dont l'origine 
Ann. de l’Éc. Norm. 3° Série. Tome VI. — Avrit 1889. 1 
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est donnée par 4 — 6, remarquons que deux des trois exposants dési- 
gnés plus haut par &, 8, y sont connus : % est nul et y est égal à 3. La 


combinaison 
¢=fC+eX+hyY 


ne pourra être pour ¢= o que de l’ordre de z ou de l’ordre de 2?. Dans 
le premier cas, on a 


ei 0; Et, Va as R= pal, y=y—B=2. 


Le cycle est d’ordre 1 et de classe 2. Donc le point à l'infini est un 
point d’inflexion. Quant à la tangente d’inflexion, c’est la droite de 
l'infini, puisque ¢ — o est racine triple de C. La courbe présente donc 
des branches paraboliques formant une inflexion à l'infini. 

Dans le second cas, on a 


A0 He, FRS: np de, v=y—B=1. 


Le cycle est d’ordre 2 et de classe t. Done le point à l’infini est un point 
de rebroussement. Quant & la tangente en ce point, c’est la droite de 
l'infini, puisque C admet une racine triple. La courbe a donc des bran- 
ches paraboliques formant un rebroussement à l'infini. 

En résumé, à une racine double de C correspond soit un contact 
simple avec la droite de l’infini, soit une asymptote double; à une ra- 
cine triple de C correspondent des branches paraboliques formant in- 
flexion ou rebroussement à l'infini. 


10. Application du théorème IV. — Tout cycle ayant pour origine un 
point cyclique est d'ordre 1; sa classe ne pouvant dépasser 2 (puisque 
n + v est au plus égal à 3), l’abaissement de 20 produit par un point 
cyclique est égal à 2. Donc, si une cubique passe par les points cy- 
cliques, 60 diminue de 4 unités. 


11. Il est presque superflu de faire remarquer que les causes d’a- 
baissement de 60 énoncées par les théorèmes II, HI et IV ne peuvent, 
non plus que celle qui s’exprime par le théorème I, se présenter cha- 
cune plus d’une fois. 


EE 
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Ces cing causes d’abaissement sont groupées en regard de leurs 
effets dans le Tableau suivant: 


Nature de la singularité. Abaissement de 60. 
J. inflexions à tangente isotrope................. 4 
R. rebroussement à distance finie................ 2 
D'Fracine double el MR 2 
Eecoordonnéesventiores Te ec een. 4 
QO. passage par les points cycliques............... 4 


Dans ce Tableau, la lettre O a été choisie comme rappelant les om- 
bilics du plan, nom donné parfois aux points cycliques. La significa- 
tion des autres lettres s’explique d’elle-méme. Pour abréger, nous 
avons mis en face de D et de E des hypotheses analytiques. Mais on a 
vu que D correspond soit à un contact simple avec la droite de l’infini, 
soit à une asymptote double, et E aux branches paraboliques formant 
inflexion ou rebroussement à l'infini. 


12. Remarques. — Voici maintenant quelques remarques relatives 
a la coexistence des diverses singularités ci-dessus, que nous désigne- 
rons fréquemment par les lettres placées devant leur nom. 

1° Les deux singularités R et J s’excluent mutuellement d’après les 
formules de Plucker. 

2° Des trois dernières singularités D, E, O, chacune exclut les deux 
autres. Il suit de la que, si l’on attribue à une cubique l’une des deux 
premières singularités, elle ne pourra présenter en outre qu'une seule 
des trois dernières; et que, si on lui attribue l’une des trois dernières, 
elle ne pourra présenter en outre que l’une des deux premières. 

3° Les deux singularités O et J s’excluent mutuellement. En effet, 
une tangente inflexionnelle d’une cubique ne peut rencontrer la 
courbe qu’au point d’inflexion, sans quoi elle aurait plus de trois 
points communs avec elle; en particulier, elle ne peut être parallèle a 
une asymptote. Donc une cubique ne peut à la fois passer par les 
points cycliques, c’est-a-dire admettre des asymptotes isotropes, et 
présenter deux points d’inflexion à tangente isotrope. 


—— 8 € 0 -—— 
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CHAPITRE I. 


DETERMINATION DES CUBIQUES UNICURSALES DONT L’ARC EST DE GENRE 
INFERIEUR A TROIS. 


13. D’apres ce qui précede, les singularités que nous avons ap- 
pelées J, R, D, E, O sont les seules qui puissent diminuer le genre de 
are des cubiques. Nous allons déterminer successivement toutes 
celles de ces courbes dont l’arc s’abaisse au genre o, au genre 1 ou au 
genre 2. Pour le genre o, 20 est égal à o ou à 2; quand 60 est nul, ona 
les courbes pour lesquelles la dérivée de l’arc par rapport à ¢ est une 
fonction rationnelle de ¢; ce sont les courbes à courbure rationnelle; 
quand 66 = 2, l’arc s’exprime encore en termes finis par l’intégration 
d’un radical portant sur un trinôme du second degré. Quand 80 — 4, 
l’are est de genre 1; la cubique est rectifiable par les intégrales ellip- 
tiques. Quand 60 — 6, sa rectification dépend des intégrales hyper- 
elliptiques de genre 2. 


I. — Détermination des cubiques unicursales à courbure rationnelle. 


14. Dans les courbes d’ordre », le degré de 0 est généralement égal 

à 4n — 4. Pour que la courbe soit à oa rationnelle, il ia etil 
suffit que 60 se réduise à o. 

Dans les cubiques, 00 est généralement égal à 8. Les cubiques cher- 
chées devront donc présenter des singularités telles que d0 éprouve 
un abaissement égal à 8. Nous n’avons qu’à chercher dans le Tableau 
précédent, en tenant compte des remarques qui le précèdent et qui le 
suivent, les abaissements de 60 dont la somme fait 8. 

Aucune singularité ne peut se répéter; aucune n’abaisse 60 de 
8 unités. Il faut donc réunir au moins deuxsingularités; mais chacune 
des trois dernières exclut les deux autres, et chacune des deux pre- 
mières exclut l’autre. On doit donc prendre une des deux premières 


ay 
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avec une des trois dernières. Or l’abaissement produit par R étant égal 
à 2, aucune des trois singularités, D, E, O, jointe à R ne suffit pour 
produire un abaissement égal à 8. Donc R ne convient pas. Avec J on 
ne peut, pour abaisser 60 de 8 unités, grouper que O ou E. Mais J 
exclut O. Donc la seule solution du problème est fournie par J jointe 
à E. En d’autres termes, les seules cubiques unicursales qui soient à cour- 
bure rationnelle sont celles qui présentent à distance finie deux points 
d’inflexion à tangente isotrope et dont les coordonnées sont entières. 


15. Il est facile d'obtenir toutes ces courbes. Soient, en effet, w et ¢ 
deux polynômes conjugués du troisième degré en ¢. Leurs dérivées w’, 


y sont des trinômes du second degré, dont le produit doit être carré 
parfait 


= up = A(Eé— ci) (t+ ci). 


On ne peut supposer que les facteurs ¢ — cz et ¢+ ct appartiennent 
tous les deux à uw’ ainsi qu’à 9’; car alors le rapport ¢' : u’ serait con- 
stant et la courbe serait une droite. On doit donc prendre 


u'=3A(t+ ct), p'—3B(t— ci) 
et, par suite, 
u—a—A(t+ ci), p—b—B(t— ci), 


en désignant par A et B, a et b deux couples de constantes imaginaires 
conjuguées. Si maintenant on pose 


u—a p — b 
A = ly, uta 


— V4, 


on ne fera que substituer à la courbe (w,v) une courbe semblable 
(u,,v,). On aura ainsi 


Ua = 2, + t= LE Ct)’, Pie Lie ii (b= ct); 
d’où l’on déduit | 
Li" 0-C?), Yi 3ct?— c*. 
Si l’on fait 
Li— ZX; Mir Of =, 
il vient 2 
Hits), y =3e(t— 3c’). 
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L’élimination de ¢ entre ces deux équations est immédiate et donne 
PQ +90) — 270° a= 0, 
ce qui peut s’écrire 
(y +h)—3hx— 0. 
Sous cette forme on reconnait les caustiques-podaires des paraboles 
du second degré. Nous arrivons donc à cette conclusion : | 


Taéorème. — I n'existe pas d’autres cubiques unicursales a courbure 
rationnelle que les caustiques-podaires des paraboles du second degre. 


Ce résultat peut se déduire aussi des formules générales que j'ai 
données antérieurement pour représenter les coordonnées de toutes 
les courbes unicursales à courbure rationnelle (Comptes rendus de 
l’Académie des Sciences, 28 mars 1887). 


Ii. — Détermination des cubiques unicursales rectifiables par l'intégration 
d'un radical circulaire. 


16. J'appelle radical circulaire, par analogie avec les radicaux ellip- 
tiques, un radical carré portant sur un trinôme du second degré à ra- 
cines distinctes. Il s’agit done de trouver toutes les cubiques pour 
lesquelles 00, au lieu d’être égal à 8, se réduit à 2. 

Pour obtenir cet abaissement de 6 unités, il faut, en vertu des re- 
marques faites au n° 12, grouper une des deux premières singularités 
avec une des trois dernières. 

Le Tableau montre qu'avec J on ne peut prendre que D, et qu'avec R 
on ne peut prendre que E ou bien O. 


17. Examinons ces trois solutions J + D,R+E, R + 0. 


Première solution : J+ D. — La cubique présente à distance finie 
deux points d’inflexion à tangente isotrope, et le dénominateur C de 
ses coordonnées admet une racine double, ce qui correspond soit à un 
contact simple avec la droite de l'infini, soit à un rebroussement à 
l'infini. Mais, en vertu des formules de Plücker, les deux inflexions 
excluent le rebroussement. La cubique a donc un point double ordi- 
naire, et ce point est à distance finie. 
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La racine double et la racine simple de C étant réelles, une trans- 

formation homographique réelle permet de ramener le dénominateur 

de u ety au premier degré. D’autre part, si u = a, » = b sont les équa- 
tions des deux tangentes isotropes inflexionnelles, on aura 


3 ] 3 Z NAT 
Rp), 


DENT 
CORTE : 
puisqu aux valeurs 4 = a, v —b doivent correspondre trois valeurs 
égales de z. Si maintenant on pose 
u—a—=fÀ(x +iy), p—b—f?A(xz—iy), 


on ne fera que changer la courbe cherchée en une courbe (x, y) qui 
lui sera semblable. Par les substitutions 


xp, ZE, 


on obtiendra ces formules : 


ms ra 
eas wo 
d’où l’on tire 
GT Bi v7 
eet tae Jae EST 


Ainsi est définie la première classe de cubiques unicursales recti- 
fiables par l'intégration d’un radical circulaire. L'origine est au foyer 
où concourent les deux tangentes isotropes inflexionnelles ; ¢ et À sont 
deux paramètres arbitraires. En éliminant £ entre les relations qui 
donnent x et y, on trouve l'équation 


(+ p2)[x—3cy +3(9c+1)] —(x — cy +4} — 0. 


18. Seconde solution : R + E. — La cubique présente un rebrousse- 
ment à distance finie et le dénominateur C de ses coordonnées admet 
une racine triple, ce qui veut dire ici que la droite de l'infini est une 
tangente d’inflexion. Si l’on prend pour origine le point de rebrousse- 
ment, l'équation de la courbe ne contiendra pas de terme constant ni 
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de terme de premier degré, et les termes du second degré formeront 
un carré parfait. À raison des trois intersections confondues avec la 
droite de l'infini, les termes du troisième degré forment un cube par- 


fait. On aura donc 
w—i(y—mzr)?=0, 


en coordonnées rectangulaires, A désignant une longueur arbitraire 
et m un nombre arbitraire. En coordonnées obliques, cette équation 


peut s’écrire 
LPO, 


Les courbes cherchées sont donc celles qui, en coordonnées obliques, 
ont la même équation que les paraboles semi-cubiques en coordonnées 
rectangulaires. Il est naturel de les appeler paraboles semi-cubiques 
obliques. L’une d’elles est la parabole semi-cubique droite (m= 0), 
développée de la parabole du second degré. 


19. Troisième solution : R + O. — La cubique présente un point de 
rebroussement a distance finie et passe par les points cycliques. Si 
l’on prend pour origine le point de rebroussement et pour axe des y 
une parallèle à l’asymptote réelle, l’équation cherchée sera 


æ(x°+ y?)—(y— max) = o, 


À désignant une longueur arbitraire et m un nombre arbitraire. Cette 
équation est l'équation générale des cissoides. Les cissoides droites 
correspondent à m = o. 


20. En résumé, nous arrivons à cette conclusion : 


Tutorime. — Les seules cubiques unicursales qui soient rectifiables par 
Pintégration d’un radical circulaire sont : 1° les courbes représentées par 


le système 
I 
EO Sep ES ae 


SE — 1. 
Cn 


2° les paraboles semi-cubiques obliques ou droites; 3° les cissoides obli- 
ques ou droites. 


SUR LA RECTIFICATION DES CUBIQUES PLANES UNICURSALES. 121] 


III. — Détermination des cubiques unicursales dont l'arc est de genre 1 
ou de genre 2. 


21. Arc De Genre 1. — Les cubiques dont l'arc est de genre 1 sont 
celles pour lesquelle 50 —4 ; on les obtient en abaissant 30 de quatre 
unités. Le Tableau du n° 11 montre que cet abaissement résulte des 
trois singularités J, E, O prises séparément et des deux singularités R 
et D prises ensemble. 

Remarquons que E (racine triple de C) correspond à deux branches 
paraboliques formant inflexion ou rebroussement à l'infini. Quant à D 
(racine double de C), cette singularité correspond soit à un contact 
simple avec la droite de Vinfini, soit & une asymptote double dont le 
point à l'infini est un rebroussement pour la cubique. Cette hypothèse 
est contradictoire avec le rebroussement R à distance finie. Donc les 
cubiques affectées simultanément des deux singularités R et D sont 
celles qui présentent un rebroussement à distance finie et un contact 
simple avec la droite de l'infini. Ces remarques permettent d’énoncer 
ainsi nos résultats : 


Tuéorème. — Les seules cubiques unicursales dont l'arc soit de genre 1 
(intégrale elliptique) sont celles qui présentent une des singularttés sut- 
gantes à l'exclusion des trois autres : 

1° Deux points d'inflexion à tangente isotrope, situes à distance finie; 

2° Rebroussement à distance finie et contact simple avec la droite de 
Vinfini; 

3° Branches paraboliques formant inflexion ou rebroussement à 
Vinfini ; 


4° Passage par les points cycliques. 


22. Nous allons chercher les équations de ces quatre classes de 
courbes. 


Cubiques J. — Elles sont caractérisées par deux points d’inflexion a 
tangente isotrope, situés 4 distance finie. En vertu des formules de 
Plücker, elles ne peuvent présenter de point de rebroussement. Or 
l'équation d’une cubique à point double ordinaire peut, comme on 
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sait, être mise sous l’une des deux formes équivalentes 
dl SL eli : 
XP LV Bo, TN a EL ER 


X =o, Y=o, Z=o représentant les trois tangentes d'inflexion. 
Dans le cas où deux des tangentes d’inflexion sont isotropes, on peut, 
en mettant l’origine au foyer où elles concourent, prendre 


X=x+1Y, Y=zx—1i7, 


et, pour la troisième tangente inflexionnelle, 
Z=—ar+By+y. 
Dès lors, l'équation de la cubique pourra s’écrire 
(ax+ by+c—(ax+By+y)(z?+ y?) —=o, 
à condition qu’on établisse entre les paramètres a, b, c, a, 6, y les re- 
lations qui expriment l’existence d’un point double. 

On peut toujours représenter par v= 0, y = q, les coordonnées du 
point double, sauf à supposer g = + si le point double est rejeté à l’in- 
fini. Le premier membre de l’équation étant rendu homogène par l'in- 
troduction d’une troisième variable z, nous écrirons que ses trois 


dérivées partielles du premier ordre sont nulles pour æ =o, y = g, 
= —1. On trouve ainsi sans difficulté 


a=3a(o+<), b= (0+ Ai (25); y=3e(o+£), 
Df 4, q #4 


et Péquation cherchée devient 


(mar by +c)? (v =)" [sar+(b—aS)y43e| (a+ y2)—0. 


Si le point double est rejeté à l'infini, c : g est nul, et il reste 

NE (ax +by+c}— b'(3ax + by + 3c)(x*+ y?) =0. 

Comme 6 est essentiellement différent de zéro, nous ferons b = r. | 
L’équation (2) peut alors s’écrire | 


32? — (ax +c)? 
3 (ax +-c)?*— x? ? 


(a J={(ax +c) 


mais l'équation (1) suffit, puisqu'elle convient à tous les cas. 
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23. Cubiques R + D. — Les cubiques ont un rebroussement à dis- 
tance finie et touchent la droite de l'infini. L'origine étant placée au 
point de rebroussement, les termes de moindre degré sont du second 
degré et forment un carré. A raison des deux intersections confondues 
avec la droite de l'infini les termes du troisième degré admettent un 
diviseur carré parfait. On a donc pour les courbes cherchées l’équa- 
tion générale | 

GY = Br) aly— mr). 


24. Cubiques E. — L’existence de branches paraboliques formant 
inflexion ou rebroussement à l’infini tient à ce fait analytique que les 
coordonnées de la cubique peuvent étre représentées par deux poly- 
nomes entiers en £. Soient donc les coordonnées rectangulaires 


> = eer Sama aa. 


On peut supposer 2 + m? =r, sauf à multiplier ¢ par un facteur con- 
stant. On a alors 


IX+mY=—@-+..., mX —l¥ =at?+.2bt-+c. 


Les deux droites 
IX + mY—o, mX—lY=o 
sont rectangulaires. Prenons-les pour nouveaux axes : les nouvelles 
coordonnées 

z—=lX+mY, y=mX—lY 
seront l’une du troisième, l’autre du second degré en ¢. Si le point 
double est à distance finie, on peut supposer qu'il coincide avec l’ori- 
gine des coordonnées. Dans ce cas, le polynôme qui représente x est 
divisible par celui qui représente y. On peut donc, en augmentant £ 
d’une quantité convenable, écrire 


ip 
a2 —-(al+2bt+e), Wize Ol te Bl tC. 
a 


L’élimination de ¢ entre ces deux équations est immédiate, puisque 


1— ax: y. On trouve 
nn aba YADLY ey", 


ce qui peut s’écrire 


(1) yo Ge 26 xy + yy. 
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Si le point double est à l'infini, auquel cas c’est un point de rebrous- 
sement, il faut que y soit du premier degré en £; car deux équations 
telles que | 

LUE... yo=at+abi+e 
ont toujours deux solutions communes en ¢ pour deux valeurs finies 
de æ et y et donnent, par suite, un point double à distance finie. 
Mais, y étant du premier degré en £, et réciproquement, æ sera un poly- 
nome en y et l’on aura 


æ=ay +By + 7yy td. 


En transportant l’origine en un point convenable, on fera dispa- 
raitre le terme en y?, ainsi que le terme constant, et il viendra 


(2) x—yy=ay*, 


ce qui montre que la courbe est une parabole cubique oblique, puisque 
son équation, rapportée à des axes obliques, est de la forme 


Etat at 


En résumé, les cubiques unicursales a coordonnées entieres sont 
représentées par les équations (1) et (2). 


25. Cubiques O. — Ce sont celles qui passent par les points cycli- 
ques. Leur point double est nécessairement à distance finie, sans quoi 
la droite de l’infini les couperait en quatre points. Si l’on prend le 
point double pour origine et pour axe des y une parallèle à l’asym- 
ptote réelle, l’équation générale des cubiques circulaires sera de la 
forme 

æ(r+y})= ax +26zxy +yyt 

26. ARC DE GENRE 2. — Les cubiques dont l’arc est de genre 2 sont 
celles pour lesquelles 60 éprouve un abaissement de 2 unités et de- 
vient égal à 6. D'après le Tableau du n° 11, les deux seules singula- 
rités qui produisent cet abaissement sont le rebroussement à distance 
finie et la racine double du dénominateur des coordonnées. A cette 
dernière singularité D correspond, comme on sait, un contact simple 
avee la droite de l'infini ou une asymptote double. D'où ce théo- 
rème : 


THÉORÈME. — Les seules cubiques unicursales dont L’arc soit de genre 2 


7 


aod 


on 
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sont celles qui présentent un rebroussement à distance finie et celles qui 


Ont un contact simple avec la droite de l'infini ou qui admettent une 
asymptote double. 


Il est facile d'obtenir les équations de ces trois classes de courbes. 
Celles qui présentent un point de rebroussement à distance finie ont 
pour équation générale 


ax + 36 x? y + 3y ty? + dy? — À y°. 


' Celles qui sont tangentes à la droite de l'infini ont leur point double à 
distance finie, et c’est un point double ordinaire. Leur équation géné- 
rale peut être mise sous la forme 


(ax +BPy)=ax + 2bxy + cy?. 


Celles qui ont une asymptote double x = o ne sont rencontrées qu’en 
un point à distance finite par toute parallèle à l’axe des y. Ainsi y est 
une fonction rationnelle de x, ayant pour dénominateur x’. On a donc, 
pour équation générale de ces courbes, 


_ a+ 3Bba2+ 8yx + 
Dia we 


CHAPITRE I. 


DETERMINATION DES CUBIQUES UNICURSALES A ARC ALGEBRIQUE. 


27. Nous nous proposons de trouver toutes les cubiques unicursales 
dont l'arc est une fonction algébrique du paramètre ¢. Nous diviserons 
cette étude en deux articles : dans le premier nous chercherons les 
cubiques dont l’arc est algébrique et de genre zéro; dans le second 
nous prouverons que, si l’are d’une cubique est algébrique, il est de 
genre zéro. 
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I. — Cubiques à arc algébrique et de genre zéro. 


28. Nous avons déterminé dans les articles I et IT du Chapitre précé- 
dent toutes les cubiques unicursales dont l’are est de genre zéro. Ce 
sont d’abord les caustiques-podaires des paraboles du second degré, 
leur are est un polynôme entier en ¢; ce sont ensuite les courbes 
trouvées au n° 17, les paraboles semi-cubiques obliques ou droites, 
enfin les cissoides obliques ou droites. Nous avons à chercher parmi 
ces trois dernières classes de courbes celles dont l’arc est algébrique. 


29. Tutortme I. — Les courbes représentées par les équations 
Ct Se? nr 
cb = À , (ie À es 
RE, 4 er 


ne sont pas rectifiables algébriquement. 


En effet, on déduit de ces formules 


ds (#+1)V(2t—3c)?+1 


7 = (tc) ie 


L'intégration donne 


Het depra ologlat— 3c 4 Ver th 


4s 20+ 3ct—90c? 
jee t—c 


Ainsi l'arc n’est pas algébrique. 

30. Tuéorème IT. — La seule parabole semi-cubique dont l'arc soit al- 
gébrique est la parabole semi-cubique droite. 

L’équation des paraboles semi-cubiques obliques 

x—}(y—mzy=o 
peut étre remplacée par les deux suivantes 
mm Al, ¥ =A(mei+ #); 
d’où l’on déduit 
ds 


D IVG am) à dt. 


hs ms ré and ré 
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Si l'intégrale du second membre est algébrique, on sait qu’elle est né- 
cessairement de la forme 


(a+ bi+c)V¥(3t+2m)?+ 4. 


Exprimant que la dérivée de cette fonction est égale à s’: A, on trouve 
que m doit être nul; c’est-à-dire que la parabole semi-cubique est droite. 
C'est alors la développée d’une parabole du second degré. 


31. Tutortme HI. — L’are des cissoides n’est pas algébrique. 
L’équation des cissoides obliques 
(a+ y?)—iA(y—mz)?=0 
peut être remplacée par les deux suivantes 


5 tm}, 
NE ere 
d'où l’on déduit 
ds  _(t—m). ;—— 
BST QE are 2 is 
1 Pes V(E+ m) + 4 dt. 
Cette différentielle n’est intégrable algébriquement pour aucune 
valeur de m, car elle admet les deux pôles simples ¢ = + 1. 


32. De tout ce qui précède résulte immédiatement ce théorème : 


TaéorÈme [V. — Les seules cubiques dont l'arc soit à la fois algébrique 
et de genre zéro sont : 1° les caustiques-podaires des paraboles du second 
degré ; 2° les développées de ces mérhes paraboles. 


II. — Genre de l'arc supposé algébrique. 


33. Lemme. — Si une fonction irrationnelle de t, de la forme P VR : Q, où 
P, Q, R sont trois polynômes entiers, est d ordre m, c'est-à-dire de l’ordre 
de grandeur de {” pour t infini, sa dérivée est d'ordre m — 1, a moins 
que m ne soit nul, auquel cas la dérivée est d'ordre égal ou inférieur 


\ 


EE?" 
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En effet, on a identiquement 


d PVR _ 2R(QP—PQ')+POR", 
SOU GvR 


2 
Soient, en ordonnant suivant les puissances décroissantes de ¢, 
PRES 2. Q—bi1+..., R= ere 
Le dénominateur est d'ordre 2q +r. Au numérateur, le terme du 
plus haut degré est 
2abc(p— q+r)tP+1#2r-1— 9 abcmtP +121, 
puisque p — g + rest l’ordre m de la fonction P VR : Q. Si m n’est pas 
nul, la dérivée est d’ordre 
pP+g+er—1i—(29+r)=p-q+r—-i=m—A, 


ce qui démontre la proposition. 

Supposons m =o; le terme en 4*#7*?=! au numérateur disparait. 
La dérivée est done d’ordre au plus égal à — 2. Elle peut être d'ordre 
inférieur à — 2. Considérons, par exemple, l'expression yé? + 1 : 4, 
qui est d'ordre zéro. En la différentiant, on trouve 


CNET Ne I 
dt ‘St ONE 


On voit que cette dérivée est d'ordre — 3. 


Conséquence. — Nous allons rencontrer des expressions irration- 
nelles d'ordre négatif, dont l'intégrale, supposée algébrique, sera de 
la forme PVR : Q. Si une telle dérivée est d'ordre — à, l'intégrale 
PVR : Q sera d'ordre — à +1, à moins qu’elle ne soit d'ordre zéro. 
Nous devrons done chaque fois discuter ces deux hypothèses. 


34. Cela posé, nous allons chercher dans quelles conditions l’are 
représenté par l'intégrale 


(CA!'— AC’) (CB'’— BC! VT 
= “VCCA'— AC") (CBB à pre ut dt 
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peut être algébrique. Nous distinguerons trois cas, suivant que C a ses 
trois racines distinctes, ou une racine double, ou une racine triple. 


39. PREMIER cas : Le polynôme C a ses trois racines distinctes. — Si la 
courbe ne passe pas par les points cycliques, C est premier avec T; si 


elle passe par les points cycliques, C a deux racines imaginaires com- 
munes avec T. 


Première hypothèse. — Cest premier avec T. Comme T peut avoir 
des racines multiples, nous poserons T = +20, 0 étant un polynôme de 
degré 2r sans racines multiples. On aura 


SE 


T V0 
12, ® 


Or, T étant du degré 8, et C du degré 3, s’ est d’ordre — 2. Si donc 
Pare est algébrique, il sera de la forme 


‘PV 
pe eas 
P étant un polynôme entier de degré p tel que s soit d’ordre —1 ou 


d’ordre zéro. Mais, en exprimant que 7 0 : C? est la dérivée de P 9 : C, 
on arrive à l'identité | 


2 (CP'— PC'— +0 + PCO'— 0. 
On voit que 9 divise P; par suite, on a 
Paar. 
D’autre part, sis est d’ordre — 1, on doit avoir 
P +-r— 2 Se 
ou bien 
P Se PO 
A raison de l'inégalité précédente, cette équation n’admet d'autre 
solution en nombres entiers positifs que 
T0, P —2: 
La condition r=o signifie que la dérivée s’ est rationnelle, ce qui 
a été reconnu impossible quand C n’a pas ses trois racines égales. 


Donc cette hypothèse est à rejeter. 
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Supposons maintenant s d’ordre zéro. On doit avoir 
p+r—3—=0; 


d'où, à cause de p2 27, la seule solution 


JS p=2. 


Alors 0 est du second degré; mais nous avons vu (n° 16) qu'il n’en 
peut être ainsi quand C a ses trois racines distinctes, à moins que la 
cubique ne passe par les points cycliques. La présente hypothèse est 


donc à rejeter. 


36. Deuxième hypothèse. — C n’est pas premier avec T. La courbe 
passe par les points cycliques. On sait qu’alors l'arc est de genre 1; 
C est de la forme 47, 7 étant un trinôme du second degré à racines ima- 
ginaires, et l’on aT = +?0. Il vient 


Dans l’intégration, les deux racines simples de + donneront lieu à 
des infinis logarithmiques pour l’are, à moins que 9 ne soit divisible 
par 7. Si 0 = 7, il viendra 


! 


s'— ae 
# Vo 


Si are était algébrique, il serait de la forme 


SE PV, 
t 


mais une pareille expression ne peut être d'ordre — r ou d’ordre zéro 
que si le degré de P est négatif, puisque 0 = 4. On n’échappe à la 
contradiction qu'en supposant que 0 est carré parfait; c’est-à-dire que 
la dérivée s’ est rationnelle. Or c’est impossible, C ayant ses racines 
distinctes. Donc cette hypothèse est encore à rejeter. 


37. Devuxtime cas : Le polynôme C admet une racine double. — Cette 
racine étant nécessairement réelle, ainsi que la racine simple, une 


Re tt 
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transformation homographique réelle permettra de ramener u et ¢ au 
dénominateur 4 : 


t= 


a,0+ a, +atta b,0+ 6,0 + b,t+ b 
- , Es } 
t t 


les b étant conjugués des a. De là on déduit 


FE (2a,0+ a,?—a)(2b,80+ be D) _ sigs 
Fr t* te t* 


Ayant mis T sous la forme 779, où 0 désigne un polynôme de degré 2r 
(r= 0, 1, 2, 3) sans racines multiples, on aura 


Eve 
== 2 . 


Cette dérivée est d'ordre 1 par rapport à ¢, car a, et b, ne peuvent 
être nuls. Si done l’are est algébrique, il sera de la forme 


- PV 
= £ ) 


P étant un polynôme entier de degré p tel ques soit d'ordre 2; on a done 


Mais on voit, comme au n° 35, que 9 divise P; d’où l'inégalité 
pe IT 


L’équation précédente n’admet done d’autres solutions en nombres 
entiers positifs que 


10 =O, WO mets 


De TR", P = 2. 


La condition r — o signifie que la dérivée s’ est rationnelle, ce qui 
n’est possible que quand C admet une racine triple. Ainsi ce cas ne 
peut se présenter. 

Dans l'hypothèse r = 1, p= 2, 0 est du second degré. C'est le cas 
des cubiques trouvées au n° 17. Mais nous avons vu (n° 29) que l'arc 
de ces courbes n’est pas algébrique. 
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38. Troisième cas: Le polynôme C admet une racine triple. — Ona 
vu (n°9) que, dans ce cas, une transformation homographique réelle 
ramène u et ¢ à la forme entière | 


Uu— al +30 + 34t+ a, p = b3lt + 36,0 + 3b,t + b, 


les b étant conjugués des a. On déduit de là 


s'—3V(asl+a2at+a)(b;Ë+a2b,t+ b;) = UT 


Cette dérivée s’ est d'ordre 2 par rapport à £. Si done l’arc est algé- 
brique, il sera d’ordre 3. Or soit encore T = 7°, 0 étant de degré 2r 
(r=o, 1, 2) et n'ayant que des racines simples. On aura 


s=P 6, 
P étant un polynôme entier de degré p tel que 
p+r=s. 
D'autre part, en exprimant que s’ est la dérivée de P 0, on arrive 
à Videntité 
2(P!— 37) 0+ P#—0, 
qui prouve que, si 0 n’est pas une constante, il divise P; donc 
pier: 
L’équation précédente n’admet plus dés lors que deux solutions 
1° PO pak 


9° Se P= 2. + 


La première donne, ainsi qu'on l’a vu plus haut (n° 14), les caus- 
tiques-podaires des paraboles du second degré (are rationnel en ¢), La 

seconde nous a fourni (n° 18) les paraboles semi-cubiques, et nous 

avons reconnu (n° 30) que la seule parabole semi-cubique dont l’are | 
soit algébrique est la parabole semi-cubique droite. 


39. Notre discussion aboutit donc à ce résultat final : 


THÉORÈME. — Les seules cubiques unicursales dont l’arc soit algébrique 
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sont les caustiques-podaires des paraboles du second degré (ave rationnel) 
et les développées de ces mémes paraboles (arc irrationnel ). 


CHAPITRE IY. 


CUBIQUES UNICURSALES RECTIFIABLES EN TERMES FINIS. 


40. Nous allons chercher les cubiques dont l’arc peut s'exprimer 
en termes finis. Il y a d’abord celles dont l'arc est de genre zéro, et 
que nous avons déterminées au Chapitre IT; pour ces courbes, r est 
égal à o ou à r. Outre ces courbes il pourrait en exister, parmi celles 
dont l'arc est de genre r, 2 ou 3, qu’un changement de variable ren- 
drait rectifiables en termes finis : il y a en effet des intégrales, ellip- 
tiques ou hyperelliptiques en apparence, qui peuvent s'exprimer par 
des fonctions algébriques et logarithmiques. Nous supposerons donc 
désormais 7 au moins égal à 2. Il va être prouvé, dans ces conditions, 
que si r nest pas égal à 2, c’est-à-dire si l’arc n’est pas de genre r (in- 
tégrale elliptique), il ne peut pas s’exprimer en termes finis. 


41. Lemme I. — Étant données deux fonctions de t, l’une C entiere et 
sans racine multiple, l’autre f(t) quelconque, mais assupettie à la seule 
condition de n’admettre comme zéro ni comme point singulier aucune 
des racines de C, on considère la fraction f : C?. Pour que ses résidus rela- 
tifs aux racines de C soient tous nuls, u faut et il suffit que l'expression 
Cf” — Cf admette toutes les racines de C. 


Soit c l’une des racines de C, qui sont toutes des pôles doubles de 
la fraction f : C?. Nous poserons 


cou =e 


2 


en sorte qu'il viendra 
ee. 
CG? (tc)? 
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Pour avoir le résidu relatif à ce, développons 9 suivant les puissances 


det—c: 
p(t)=p(c)+(t—c)p'(c) +... 

On voit que le résidu relatif au pôle ¢ est égal à 4'(c). Or, d’après la 

définition de 9, on a 


na QUO SE) —20()/H, 
g(t)= O0) 


Pour que le résidu ‘(c) soit nul, il faut et il suffit qu’on ait 


? 
Q(c)f'(c) —2Q'(e) f(e) — 0; 


mais l’identité 
C=(t—c) Q(t) | 


donne, par deux différentiations, 
C’ = (¢—c)Q' (¢) + Q(4), 
; C'—(t—c)Q"(t)+2Q'(6); 
d'où l’on déduit 
Q(c)= C'Xe), 
2Q'(c).—=C"(c). 


La condition précédente devient alors 
C'(e) f'(e} — C' (e) f (ec) =o. 


_ En conséquence, pour que les résidus de f : C? relatifs à toutes les 
racines de C soient nuls, il faut et il suffit que l’expression C’f’ — C’f 
admette toutes les racines de C. 


Cas particulier. — Si f(t) est la racine carrée d’un polynôme entier T . 
(premier par hypothèse avec C), on a identiquement 


Cf! — CT= C T'—2CT, 
a VT 
Il est donc nécessaire et suffisant que le polynôme C'T'— 2C’T soit | 


divisible parC. Cette conclusion suffit à établir la proposition suivante, 
qui est due à M. Hermite ('), et dont nous aurons à faire usage. 


(1) Cours autographié de la Faculté des Sciences de Paris, 3° édition, p- 33-34. 
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42. Lemme Il. — Si les points d’intersection d’une courbe unicursale 
d'ordre m avec la droite de l'infini sont donnes par m valeurs différentes 
du paramètre, et si de plus la courbe ne passe pas par les points cycliques, 
son arc s'exprime par un terme algébrique, des intégrales de premiére et 
des intégrales de deuxième espèce, mais ne contient pas d’intégrale de 
troisième espèce. 


Les conditions de l’énoncé reviennent à supposer que le polynôme C 
n’a que des racines simples et qu’il est premier avec T. 
Cela étant, pour que l’arc 
T 
+ V dt 


ne contienne pas d’intégrale de troisième espèce ou, ce qui revient au 
même, n’admette pas d’infini logarithmique, il faut et il suffit que les 
résidus de l’élément différentiel relatifs aux racines de C soient tous 
nuls. Cette condition est équivalente en vertu du lemme I (cas parti- 
culier) à cette autre, que le polynôme C’T’— 2C’T soit divisible parC. 


Or on a 
T = (CA’— AC’) (CB’— BC’), 


ou bien 
T = C?A’B’— CC'(ABY + C2 AB. 
Différentions et supprimons les termes qui se détruisent : 


T’ = C?(A‘B’)' — CC'(AB’ + BA”) — CC"(AB)! + 2C/C'AB. 


Dans la combinaison C’T’ — 2C’T, les termes en AB qui, seuls, ne 
sont pas divisibles par C, disparaissent, de sorte que tous ceux qui 
restent contiennent C en facteur. 

Le lemme est donc démontré. 


43. Cela posé, il convient de rappeler une proposition bien connue 
concernant les intégrales hyperelliptiques. 

Soient 
0 un polynôme entier de degré 2r en ¢, sans racine multiple; 


H un polynôme entier quelconque; 
G un polynôme entier premier avec 0; 
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V le plus grand commun diviseur entre G et sa dérivée; 
U le quotient G: V. 


On sait (!‘) qu'on a 


H dt =} Vê + = oe pat 

Gyo V5 UV5 
L étant un polynôme entier en 4, 7 un polynôme de degré au plus égal 
à2r—,eto un polynôme d'ordre moins élevé que U. La seconde in- 
tégrale du second membre n’a que des infinis logarithmiques; la pré- 
cédente est une somme d’intégrales de première et d’intégrales de 
seconde espèce; elle peut en outre présenter un infini logarithmique, 
et un seul, savoir oo, si x contient un terme en?” *. Les termes der 
où ¢ figure avec un exposant égal ou supérieur à r donnent des inté- 
grales de seconde espèce. Ainsi, pour qu’il n’entre aucune intégrale 
de seconde espèce dans l’expression de T, il faut et il suffit que + soit 
de degré au plus égal à r—1. 

On sait, d'autre part (*), qu'aucune combinaison linéaire de r — 1 
intégrales de première espèce et de r — 1 intégrales de seconde espèce 
ne peut s'exprimer en termes finis. Or le polynôme + donne lieu à r— 1 
intégrales de première espèce et à r — 1 intégrales de seconde espèce. 
Pour que J s'exprime en termes finis, il est done nécessaire (mais non 
suffisant) que toutes les intégrales de seconde espèce disparaissent, 
c'est-à-dire que + soit de degré au plus égal à r — 1. 

Nous ferons usage bientôt de la formule de décomposition qui 
donne J; nous l’écrirons toujours 


H d © 
= =(% \ 6) + SA 
GV0 À U V2 


et nous supposerons = de degré au plus égal à r— 1, 4 étant de 
degré 2r. 


44. J'en viens maintenant à l’examen des conditions dans lesquelles 


7 


(1) JorpaN, Cours d'Analyse, t. Il, p. 35. 
(?) Hermite, Cours d'Analyse de l'École Pol) technique, p. 296. 


| 
| 
| 
| 
| 
: 
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l'arc d’une cubique unicursale 


ape ACOH R BE) ay = (EAE 


C2 


, : : . 4 Fe he : 
peut s exprimer en termes finis. Il y a trois cas à distinguer, suivant 
que C a ses trois racines distinctes, ou une racine double, ou une ra- 
cine triple. 


45. Premier cas: Le polynôme C a ses trois racines distinctes. — I] 
peut être ou n’être pas premier avec T. 


Premiere hypothèse. — C est premier avec T. La courbe ne passe pas 
par les points cycliques. D’autre part, C ayant ses racines distinctes, 
la courbe n’est pas tangente à la droite de l'infini. On est dans le cas 
du lemme II. L’arc ne dépend pas des intégrales de troisième espèce. 
Il ne peut s'exprimer en termes finis que s’il est algébrique, ce qui 
exige que C ait ses trois racines égales (n° 39). 

Remarque. — Ce qui précède prouve qu’une courbe unicursale 
d’ordre quelconque m, dont les points d’intersection avec la droite de 
l'infini sont donnés par m valeurs différentes du paramètre et qui ne 
passe pas par les points cycliques, n’est rectifiable en termes finis que 
si son arc est algébrique. | 

Deuxième hypothèse. — C n'est pas premier avec T. La courbe passe 
par les points cycliques. On sait qu’alors l’arc est de genre 1; C est de 
la forme #<, 7 étant un trinôme du second degré à racines imaginaires, 
eGron al — +" 9. Il vient 


oe Odt 
. pear 


Ici G = #7; par suite, V=t et U=G:V=¢r. On a donc 


0 v i) T ? 
2 V0) + —, 
trV0 C V fo 4try/0 
identité dans laquelle = est au plus du premier degré, et 9 au plus du 
second. À nag 
Soit p le degré de Ÿ; la fraction Y V6 : «est d'ordre p +1, sa dérivée 
est d’ordre p (car on ne peut supposer p+1 nul). Le second membre, 


Ann. de U Fic. Normale. 3° Série. Tome VI.— Avra 1889. 18 
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dont les deux derniers termes s’annulent pour ¢ infini, est donc 
d'ordre p, et ne peut être identique au premier qui est d'ordre — 2. 
L’are ne peut s’exprimer en termes finis. 

Notre décomposition de l'intégrale s suppose essentiellement + et y) 
premiers entre eux. Si 7 et 9 ne sont pas premiers entre eux, 7 divise 0. 


Soit 0 = Cr. Il vient : 
ne re : 
ero ey 


La décomposition a faire est alors la suivante : 


ae = (2 V5) + ne zx +, 

02/9 t VO ¢ty@ 

le degré de x est encore l'unité; 9 est une constante. Soit p le degré 
de Ÿ. On voit, comme ci-dessus, que p devrait être négatif, pour que 
cette identité fût possible. Donc encore l’are ne peut s'exprimer en 
termes finis. 


46. Deuxième cas : Le polynôme C admet une racine double. — Nous 
avons vu plus haut (n° 37) que la différentielle de l'arc peut s’écrire 


VT dt 


ds = A 


> 


T étant un polynôme du sixième degré qui ne pourrait avoir de racine 
nulle que si la cubique dégénérait en une conique. Ayant mis T 
sous la forme 779, où 0 est un polynôme de degré 2r(r<3) sans ra- 
cine multiple et sans racine nulle, on aura 


TO 
«21/0 


! 
Sd 


La décomposition rappelée au n° 43 donne 


aes Sf ay 2" ee 
Se Fo nae /6 rr = + _ 
eve "A. V8 to 


z étant un polynôme de degré au plus égal à r — 1, et 9 une constante. 
Remarquons que s’ est d'ordre 1 par rapport à 2, et que les deux 
derniers termes du second membre sont d'ordre négatif. Par suite, le 
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premier terme doit être d'ordre 1; or, si p est le degré du polynôme 4, 
ce premier terme est d’ordre p + r — 2. On doit done avoir 


PET 3. 


Cette équation, où p et r sont deux entiers positifs, le second supposé 
supérieur à 1, n’admet que deux solutions, 


us =O. ao: 


2° Hi, oa. 


Nous allons voir que la premiere est inacceptable. Supposons, en ‘ 
effet, r= 3 et Ÿ constant (p= 0); alors 7 est constant. Effectuons les 
calculs indiqués dans la décomposition de s’ et chassons les dénomi- 
nateurs; nous arrivons à l'identité 


279 = 149 — 240 +27 +ato, 
qui peut s’écrire 
a(t + U)O= 4(40 + atm + 29). 
Or ¢, premier avec 9, ne peut diviser le premier membre qui est le 


produit de 9 par une constante. Il faut donc supposer ce premier 
membre nul (+ = — Ÿ) et par suite aussi le second. Or l’identité 


yo + 2tt+29=0 


est impossible, puisque 0’ est du cinquième ‘degré en 4, et que tz est 
au plus du troisième. 

La seule hypothèse admissible est donc r=2(avecp= 1), c’est- 
à-dire que l’arc est de genre r. En outre, les cubiques actuellement 
en question ont deux intersections confondues avec la droite de l’in- 
fini, puisque C a une racine double. D'après le théorème du n° 21, leur 
arc sera de genre 1 si elles présentent un rebroussement à distance 
finie, et alors seulement. Nous discuterons tout à l'heure Pare de ces 
courbes. 


47. Troisième cas : Le polynôme C_admet une racine triple. — Nous 
avons vu (n° 9) que, dans ce cas, on peut prendre pour les coordon- 
nées de la cubique des polynômes entiers du troisième degré en £. 
Il suit immédiatement de la que l'arc est de genre zéro ou de genre 1. 
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D'autre part, les cubiques considérées sont celles qui présentent des 
branches paraboliques formant inflexion ou rebroussement à l'infini. 
Rapprochant ce résultat du précédent, nous pouvons résumer notre 
discussion en cet énoncé : 


48. Tutortme. — En dehors des cubiques dont l'arc est de genre zéro, les 
cubiques dont l’are est susceptible de s'exprimer en termes finis ne doivent. 
étre cherchées que parmi celles dont Vare est de genre 1 et qui présentent 
soit un rebroussement à distance finie et un contact simple avec la droite 
_ de l'infini, soit des branches paraboliques formant inflexion ou rebrousse- 

ment à l'infini. | 


Il nous reste à étudier l’arc de ces deux classes de courbes pour 
voir si dans quelque cas leur rectification est possible en termes finis. 


49. Premuëre classe. — Les cubiques qui présentent un rebrousse- 
ment à distance finie et un contact simple avec la droite de l'infini ont 
pour équation générale (n° 23) 


2(y—gax)—=a(y — max). 


Nous ferons a — 1, g —m=A, et nous poserons y = (t + g)a, ce 
qui donne 


Fe aay Pp hu fl dels 2 


Las t 


On déduit de ces formules 


,_ t+h 
=a 


V[2e+e¢(4 P+ hPa /0. | 
ñ ‘ 


Nous avons vu que la dérivée s’ doit pouvoir être mise sous la forme 


i? t Vo 


en désic ar d ‘ . ier ¢ a = 

n désignant par Ÿ un polynôme du premier degré en 4, puisque nous 
supposons p —1, par = un polynôme de degré r —1—1. On arrive 
ainsi à l'identité 


a(t + h)O= 149 + 2(tl'— 0) +our. 
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I4t 
Posons 


p=at+B, 


T= yel+ Or 
nous pourrons écrire 


a(t+h+ B)6= t[(at+B8)6'+ 2t(yt+0))]. 
Or le second membre est divisible par z et 9 ne l’est pas. On a donc 
B=—A, 
etil reste 
29=(at—h)6'+ 2&(yt+ 0). 
Dans cette identité remplacons 0 et 0’ par leurs valeurs 


Oh + 4g@+ (g?—4gh+1)P0—2h(g?*+irt+h?(g?+1), 
= 168+ 12 g0+ 2(g?—4gh+1)t— 2h(g?+1), 


et égalons les coefficients des mémes puissances de ¢ dans les deux 


LE et on trouve sans difficulté 
I à h 
oN es g——8h, VE DST. 
Il vient ainsi 
, f= oh fifi 
v= 2 2 == 2 ? 
et, par suite, 
_ (f= 2h) V0 1 ((t—h)d 
DO a 2 V0 à 


§ représentant maintenant le polynôme 
PAR SRE RP ENT AVS Ae — on) (t.— bh). 


Si l’on pose ¢ — 24 = Az et qu’on désigne par À l'inverse de 4% 
on trouve 


Pr 7 Pay PEUT 2 = L (z + 1) ds 
NIET 20 pai VS A(z +1) ane 


Pour que s put s'exprimer en termes finis, il faudrait qu’il en fût de 


même de l’intégrale 
“hi (s +1) ds 
Va + A(z +i) 
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en dehors du cas exclu À —— 16, où le polynôme soumis au radical 
aurait une racine double. On est ainsi ramené à un problème qui a 
été posé par Abel et qui a donné lieu à d'importantes recherches. 
Dans l'état actuel de la Science, je ne crois pas qu’on puisse répondre 
à cette question : la différentielle 


(3 +1) dz 
Vat A(s #1) 


est-elle, pour quelque valeur positive de A, intégrable en termes finis? 
Néanmoins la réponse doit, suivant toute probabilité, être négative; 
car on ne dispose que d’un seul paramètre, et les coefficients de la 
différentielle doivent satisfaire à deux relations. 


50. Seconde classe. — Nous avons vu (n° 24) que, quand les coor- 
données d’une cubique unicursale sont des polynômes entiers en £, 
on peut prendre pour expression de l’une d'elles, y par exemple, un 
trinôme du second degré en ¢. Alors, en augmentant ¢ d’une quantité 
convenable, on fera disparaitre le terme du second degré dans l’ex- 
pression de æ. Soient donc 


Let Gb Mo ¥ = 3bP + 3ct+ yo. 


On déduit de là 


f= 3 (+ a) + (2b¢ +c)? = 3 V0. 
On voit que 9 peut s’écrire 
6—t'+2L@+4MéE+N, 


en posant 
L=— «a + 2 b?, MRC Na 


Pour intégrer 9, on effectue la décomposition 


Vo= (y V5) +4, 
Vo 


dans laquelle + est un polynôme de degré r — 1 — 1, car nous suppo- 
sons r= 2. Le premier membre est d'ordre 2 par rapport à ¢; le der- 
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nier terme du second membre est d’ordre négatif; donc le premier est 
d'ordre 2, ce qui exige que Ÿ soit du premier degré. Effectuons les opé- 
rations indiquées et chassons les dénominateurs; nous arrivons à 
l'identité 
UE 200 + Ol -+ 2%; 
qui peut s’écrire 

— 27 =2(v'’—1)0+ Vo. 


-Remplaçons 0 et 0’ par leurs expressions et posons 


YV=at+ 6; 
il viendra 


— T= (a—1) (6+ 2LP+ 4Mt+N)+2(at+ 6) (@O+L¢+M). 


Le second membre doit s’abaisser au premier degré; on a donc 


et il reste 


2 t 


On aura donc, puisque L est nul, 


oe ee A ee ee oho FO Mt: N 
6—Vtt+4Mi+N=—-(tVti'+4Mt+N) + 5$—————.- 
Vo=Vi+ 4 x ea ) SV 4Me +N 


De là résulte, pour l’expression de l’are, 


pa f 8Viu = VE INTER +2 RSS 
VE+GMEHEN 


Or la condition L = o donne 


Gob; 


et, par suite, 
N=c?+ 4bt. 


Si l’on se rappelle que M = bc et si l’on pose 


Sat —pHTE, A ETC 
Dh D, b==1D 3, TT ARR 
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l'intégrale dont dépend l’arc devient 


fos a3 [| (s+1)dz 
Vli+4Mt+N Vz + 4Àz + 3a 

Pour que l’are pat s'exprimer en termes finis, il faudrait qu'il en fut 
de même de cette intégrale pour quelque valeur positive de À autre 
que A=1 qui donne au polynôme en =z une racine double. Nous 
sommes encore ramenés au probleme d’Abel. Mais ici, comme précé- 


demment, on ne dispose que d’un seul paramètre pour satisfaire à 
deux équations. D’où cette conclusion générale : 


IL est extrémement probable qu'en dehors des cubiques unicursales dont 
l'arc est de genre zéro, ul n'en existe aucune qui soit rectifiable en termes 


fins. 


SUR LES 


FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES, 


Par M. S. PINCHERLE. 


On sait que les travaux de Gauss sur l’évaluation approchée des in- 
tégrales définies ont servi de point de départ à de nombreuses recher- 
ches sur le développement en fraction continue d’une intégrale définie 


de la forme 
js fn dr. 
EE Be 4 


Mais je ne crois pas que l’on ait encore considéré la question inverse : 
la détermination des propriétés d’une fonction définie par un dévelop- 
pement en fraction continue. Dans les quelques pages qui suivent, 
j aborde cette étude et j’espere que la nouveauté et les difficultés de la 
question feront accueillir avec indulgence les résultats que j'obtiens, 
quelque limités qu'ils soient. 


1. Je considère une fraction continue dont les quotients incomplets 


sont tous du premier degré : soit 
by 
(1) 2 


AT + di — PR ie a 
! 3 
AT + a, — 


A3 + dy —., 

ae} 
et je suppose que les coefficients a,, @,, 6, tendent, pour 2 infini, à 
une limite finie et déterminée. On peut supposer, sans restriction 
essentielle, 


(2) lime; == 2; linia <= 0, nb, 1 


n = © n= nm = © 


Ann, de Uv Ee. Normale. 3° Série. Tome VI. — Mat 1889. 19 


vgs 
NE 


es 


Ne Mr + 


7 


Neue 


ve ue 
tee, continue précédente te naissal 


© duites x dont les numérateurs et les dénominateurs sont létern 
n 


par les équations récurrentes 


N,= (a,z + d,) Np — (AL PE. 
Zn = (ant + Ay) Zn — Onbn—a 


(3) 


et par les conditions initiales 


( Ni, N=ax+a;, 
l 45 =0, ‘ Ls = ba 


Lorsque les réduites ont une limite déterminée, cette limite est la 
valeur de la fraction continue : je Vindiquerai par F,. Cette limite 
existe si, € étant une quantité positive aussi petite que l’on veut, pour 


des valeurs assez ets de n, ona, quel que soit l'entier 7, 


. Later din F 
ee ea ni à 


mais les équations (3) permettent d'écrire 


| On+2 Dn+s wee | À 
> 


Pais ay el (a sl sat 
“ NN NoraNais Ne Nea Nady 


eee 


donc la condition (5) est précisément la condition nécessaire et suffi- 
sante pour la convergence de la série 


ML ia ee 


aie 
(9) Noa 


V=t 


qui, si elle est convergente, est la limite de 2 - et coincide par consé- 


N, 
quent avec la valeur de la fraction continue. J’indiquerai done aussi 
par F, la valeur de la série (6) ('). 


2. Les racines des polynômes N,(x) forment un ensemble de 
points qui, suivant la nomenclature de M. Cantor, est de première 


(1) A l'exemple de M. Mittag-Leffler, je distingue par la notation F, les expressions 
analytiques, pour ne pas les confondre avec les fonctions monogènes. 


NYSE 
AT 
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puissance. Soit P cet ensemble. L'ensemble dérivé de P, et qu'on 
indique par P’, pourra se composer d’un point, de plusieurs points en 
nombre fini ou infini, et pourra même être de puissance supérieure à 
la première. Je ne ferai, pour le moment, qu'une hypothèse sur cet 
ensemble P’, et c’est qu’aucun de ses points ne soit à l'infini. L’en- 
semble P + P’ sera donc tout entier à l’intérieur d’un cercle ayant 
son centre au point æ = o et un rayon fini R. 


3. Revenons maintenant à la série (6). Pour étudier la conver- 
gence de cette série, je pars d’un théorème sur les équations récur- 
rentes, dû à M. Poincaré. Je forme l'équation limite des équations (3); 
cette équation, d’après les hypothèses (2), est 


(7) V—ote +10, 


et le théoreme de M. Poincaré enseigne que, en général, la limite de 
x : 

NS | 

grand. Pour écarter les cas d'exception, il suffit de supposer que, pour 

tout point x qui n’appartient pas à l’ensemble P + P’, la limite supé- 


est la racine ¢() de cette équation dont le module est le plus 


mn 


Nh-: 
caré est à l’abri de toute objection. 
Le rapport d’un terme de la série (6) au précédent est 


rieure de 


est finie : sous cette hypothèse, le théorème de M. Poin- 


Dyas Ny—1 
Ny+1 : 
: I ae ; : : 
quia x pour limite. Mais la racine de plus grand module de l’équa- 
104 
tion (7) a certainement ce module plus grand que l'unité, sauf pour 
les valeurs de x, pour lesquelles 


| (7) |=1, 


c'est-à-dire pour æ réel et compris entre —1 et 1. Coupons donc le 
plan æ suivant le segment —1...+ 1; supprimons encore de ce plan 
l'ensemble P +P’ et appelons T le champ de valeurs de x ainsi ob- 
tenu. Pour toute valeur de x prise dans le champ T, la série (6) est 
convergente. 
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4. On démontre aisément que la série (6) est, de plus, uniformé- 
ment convergente dans le domaine de chaque point du champ T ou le 


rapport — tend uniformément à sa limite. Sous cette condition, qui 
Vv 


d’ailleurs n’est pas nécessaire, mais simplement suffisante, il résulte 
d’un théorème bien connu de M. Weierstrass, et en employant la no- 


menclature de cet auteur, que cette série représente une ou plusieurs | 
branches de fonctions analytiques monogènes, selon que le champ T | 
est composé d'une seule ou de plusieurs pièces séparées. | 


La détermination plus précise du champ T et, par suite, l’étude des 
branches de fonctions représentées par F, dépend donc, en grande | 
partie, de la nature de l’ensemble P + P’, c’est-à-dire de la distribu- | 
tion des racines des polynômes N,(x) dans le plan. On concoit que | 
cette distribution peut être tres variable, à cause de l'arbitraire laissé 
aux coefficients a,, &,, b,. 

5. Jai supposé plus haut que l’ensemble P + P’ soit entièrement 
renfermé dans un cercle de centre O et de rayon R. En dehors de ce 
cercle et sous les hypothèses des paragraphes précédents, l’expres- 


. a ’ Re: : I 
sion F, peut être transformée en une série de puissances de -; et, 
a 


puisque F, est nul pour «=a, ona 


(8) ne { Be ren 
( 


2TL Ky ee 


où l'intégration se fait le long de la circonférence de ce cercle ou 

d’une courbe fermée extérieure. 
Nous voilà déjà ramenés à une des expressions qui servent de point 

de départ ordinaire pour les développements en fractions continues ('). 

Mais, en beaucoup de cas, on peut préciser davantage : ces cas dépen- 

dent naturellement de la distribution dans le plan des ensembles P et 

P’, et je vais considérer les principaux. | 
a. Supposons d'abord que les racines c, des polynômes N,(x) soient 


(1) Heine (Handouce der Kugelfunctionen, t. 1, p. 186) note expressément que l’on 
peut partir, pour l'étude du développement en fraction continue, d’une intégrale prise le 
long d’une ligne quelconque. 
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isolées et aient un seul point limite c : l’ensemble P’ se réduit au seul 
point c. Dans ce cas, l’expression F, représente une branche à une 
seule valeur d'une fonction analytique monogène. Du point c, comme 
centre, je décris une circonférence avec un rayon assez petit pour ne 
renfermer aucun autre point de l’ensemble P+ P’, et je considère 
l'intégrale 

dae Leon 


os - (x extérieur) 
2TL J(e) LE — Vy 


prise le long de cette circonférence. J’obtiens ainsi une fonction en- 


tiere (en général transcendante) g, (= 


af ti 

de - On peut coor- 
eee Cy oS ta Cy 
donner à chaque point c, une semblable fonction; ensuite, d’après le 
théorème de M. Mittag-Leffler, on peut former une fonction analytique 
uniforme U(x), singulière seulement aux points c,(v=1,2,..., 0%) 


: ; A I eae , 
etc, mais qui, retranchée de gy ( - } donne une différence régu- 
ear 


x 


Mere HOUre == cy. 
Si maintenant le point ¢ est sur la coupure —1...1, l’expression 


K,=F,—U(2z) 


représente dans tout le plan, a l'exception de la coupure, une branche 
à une seule valeur d’une fonction analytique monogene. 

Si, au contraire, le point c n’est pas sur la coupure, on décrit du 
point « comme centre une circonférence de rayon moindre que la plus 
petite distance de c à la coupure. En intégrant le long de cette circon- 


férence (a extérieur), 
I f F,— U(y) 7 
2H 1 (©) CS 


nous donne une fonction entière G( = :) des Wtelle que la dif- 


» 


TX LPC 
férence 


Fe U(2) —6 ( : ) 


LC 


n’est plus singulière pour æ = 6, et, par conséquent, l’expression 


Ke Fe U(e)— 6 ( ) 


LINE 
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représente, comme précédemment, une branche à une seule valeur 
d’une fonction monogène. 

b. En supposant que l’ensemble P’ se compose d’un nombre fini de 
points, on arrive à une conclusion analogue. 

c. Il en est de même si, selon la définition de M. Cantor, l’en- 
semble P est de n° espèce (c’est-à-dire P“* = 0). 

d. Enfin, il en est encore de même si, l’ensemble P étant d’espece 
infinie, l’ensemble dérivé P’ se compose d’un ensemble d’espèce finie, 
plus le segment — 1... 1 en entier ou en partie. 

Dans tous les cas considérés, on obtient la formule 


F,=U(z)+K., 


où U(æ) est une fonction uniforme et K, est une expression qui, dans 
tout le plan, sauf la coupure — 1...1, donne une branche à une seule 
valeur d’une fonction monogène. 


6. Il s'agit maintenant d’examiner de plus près ces expressions K... 
Posons 


et prenons pour € une valeur comprise entre — 1 et +1; considérons 
ensuite la limite pour 1 =o de la différence 


K tin — Ke_ in. 


Lorsque cette limite existe (est finie et déterminée), on peut dis- 
tinguer deux cas. Ou elle est nulle partout : alors le segment — 1...1 
peut étre pour K, une ligne singuliere, mais K,, en traversant cette 
ligne, ne subit aucune substitution et représente par conséquent une 
fonction qui n’admet qu’une seule branche; c'est done une fonction 
uniforme, qui peut admettre une ligne singulière —1...1; je l’in- 
dique par V(a). Ou bien cette limite est une fonction de & : je la re- 
présente par /(E). 

Supposons que /(£) soit intégrable et continue de — 1 à r, en sorte 
que l'intégrale : 

Lf fay 


Co(2)=—— — 
ek ) 2Te ba eas 
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ait un sens ('), la variable d’intégration étant réelle. Si l’on prend une 
quantité positive ¢ aussi petite que l’on veut, on peut trouver pour chaque 
valeur de £ un intervalle € — 3...6 + à, assez petit pour que l’on ait 
pour tout point y de cet intervalle 


LOS ON rly) <e. 


+ 1 . .. à “ = x a . 
En divisant l’intervalle d’intégration en trois parties, de — 1 à £ — à, 


def—3àË—35,etdeË +3, at, et en formant 
Wein) TEEN) 


un raisonnement emprunté à M. Hermite (Cours, 3° éd., p. 142) montre 
aisément que la première et la troisième intégrale ont zéro pour limite, 
tandis que la deuxième a pour limite f(x). On a donc 


lim [a (£ +in)—a(E—in)]=f(é). 


Mais, par hypothese, la différence des valeurs de K, a la méme limite; 


donc 
K,— a(x) 


est une des fonctions que nous avons désignées par V(x). 


7. Enrésumant, nous pouvons énoncer les résultats suivants : 

« Soit une fraction continue à quotients incomplets linéaires, les 
coefficients de ces quotients ayant une limite finie. Soit N, (a) le déno- 
minateur de la n#*™¢ réduite : c’est un polynôme de degré n. Soit, enfin, 
P l’ensemble des racines des polynômes N,(x). 

» Cela posé : 


2 N . ge ake 
» 1° En supposant que le rapport = ait, en général, une limite 


supérieure finie, ce rapport tend a une limite déterminée, et la fraction. 


(1) Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de supposer que f(x) soit finie pour x = +1. 
Si l'ordre d’infini était fini, mais tel que l’intégrale (x) n’eût aucun sens, il suffirait de 
remplacer dans ce qui suit c(x) par 


t jas 
2 


(x?2— 1)", LT —Y 


m étant un nombre entier positif suffisamment grand. 


- 
- rid 
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continue est convergente, excepté pour les points 
et pour ceux d’une coupure que, par un se 


oe 
peut toujours réduire au segment —1...1. Si le rapport Yes: Nu tend 


“uniformément à sa limite, la fraction continue est une expression ana- 00 


as 
+ » 


lytique F,. 
» 2° Si ni P ni P’ n’ont des points à l'infini; si, de plus, Pest d’es- 


“a 


+ 


vce finie ou si, étant d'espèce infinie, P’ se compose d’un ensemble —— 
LE 


d'espèce finie et du segment —r...t, l'expression F, peut s’écrire, 
sous les hypothèses précédentes, 


F,=U(2)+ Kz, 


où U(æ) est une fonction analytique uniforme et K, une nouvelle ex- 

pression qui représente, sauf pour les points de la coupure, une 

branche à une seule valeur de fonction analytique monogène. 

__» 3° Enfin, si, sous les mêmes hypothèses, la différence des valeurs 
de F, de part et d’autre de la coupure a une limite (x) intégrable et 

continue de —r1à+1,ona 


ont a TT. ae 


ou V(x), sielle n’est pas identiquement nulle, est une fonction uni- 
forme qui admet le segment — r...1 comme ligne singulière. » 


7 


QUELQUES REMARQUES 


SUR LES 


MÉLANGES DE SUBSTANCES VOLATILES, 


Par P. DUHEM. 


Nous avons publié, Sur les vapeurs émises par un mélange de sub- 
stances volatiles ('), un Mémoire où nous avons cherché à déduire de la 
théorie du potentiel thermodynamique quelques conséquences capa- 
bles d'éclairer ce sujet encore presque inabordé. En rédigeant ce Mé- 
moire, nous avons complètement laissé dans l'oubli un important 
travail de M. D. Konowalow (*) sur lequel notre attention a été récem- 
ment appelée par une citation de H.-W. Bakhuis Roozeboom (*). Dans 
ce travail, M. Konowalow a obtenu, par la théorie et l'expérience, des 
résultats remarquables et fort analogues à quelques-uns de ceux aux- 
quels nous avons été amenés plus tard. Nous allons montrer ici com- 
ment la méthode suivie dans notre Mémoire permet de retrouver les 
résultats obtenus par M. Konowalow. Nous saisirons en même temps 
l’occasion qui s'offre ainsi à nous de reconnaître l’incontestable prio- 
rité de ceux-c1. 

Nous conserverons ici les notations employées dans notre Mémoire 
Sur les vapeurs émises par un mélange de substances volatiles. 

Les deux liquides mélangés, A et B, émettent des vapeurs qui ont 


(1) P. Dunem, Sur les vapeurs émises par ur mélange de substances volatiles (Annales 
de l’École Normale supérieure, 3° série, t. IV, p. 9; 1887). 

(2) D. Konowatow, Ueber die Dampfspannungen der Flüssigkeitsgemischen (Wiede- 
mann’s Annalen der Physik und Chemie, t. XIV, p. 34 et 219). 

(3) K.-W. Bakauis Roozesoom, Sur les différentes formes de l'équilibre chimique hété- 
rogène (Recueil des Travaux chimiques des Pays-Bas, 1. VI, p. 262; 1887). 
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P P=pa+ pr. , 3 
+ ae re dE LE Te, à ei Pe. 
ue les poids M; My des deux | liquides mélangé s croissent res- 
: ‘ on _ pectivement de dm,, dmg, P augmente de Le - ; 
eur a fe phat LEE r 20) am (20 L 


D'après les égalités (24) du Mémoire cité, on peut remplacer ttes DS. 
égalité par la suivante : | :- T0 


0Fi OF 


= OF: 
2 (xm ou jam + (su our] 


Mais, d’après les égalités (29) du Mémoire cité, on a 


OF, . OF, 
id See: FR dp pny 


OF, 
mx 


MA + m 


4 Ome 
On a done 


1 OF m 
dP = RT oe | (wars — Opps a dm, — (maps mue. me 


Posons, comme dans l’égalité (7) du Mémoire cité, 


IRIS 
= 
Nous aurons 
dm, = ms ds, 


et, par conséquent, 


2 OF, 


D RT dm à (Pa Pam — De Pr Ma) ds. 


Mais les égalités (25) du Mémoire cité donnent 


Vw\p, V 
. Ba = parts a Re 
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On a donc finalement 


AP = ETES & ef ms) One 
V Le My / Om, 


Voyons quelles sont les conséquences de cette remarquable égalité. 


EAN 


est, on le sait, toujours positive. 
A 


ea 
La quantité os 


: oP : ; : 
Le signe de — est donc identique au signe de 


[a mA 


be Mp 
Par conséquent : 


1° Si le rapport du poids du corps A au poids du corps B dans la 
vapeur est supérieur au même rapport dans le mélange liquide, la 
tension de la vapeur mixte croit lorsqu’on fait croitre la proportion 
du corps A dans le mélange liquide; 

2° Si le rapport du poids du corps A au poids du corps B dans la 
vapeur est inférieur au méme rapport dans le mélange liquide, la ten- 
sion de la vapeur mixte décroit lorsqu’on fait croître la proportion du 
corps A dans le mélange; 

3° Si, pour une composition donnée du liquide, la tension de vapeur 
mixte est maximum ou minimum, la vapeur et le liquide ont la méme 
composition. 

Ces trois importantes propositions sont les propositions fondamen- 
tales qu’a obtenues M. Konowalow par des considérations théoriques 
très différentes de celles qui précèdent. La dernière conduit à la pro- 
position analogue que nous avions démontrée dans le Mémoire cité 
pour les mélanges, tels que le mélange d’éther et d’eau, qui suivent la 
loi de Regnault. | 

De ces propositions, M. Konowalow a déduit d'importantes consé- 
quences. | 

Considérons un mélange liquide offrant la propriété suivante. A 
chaque température, il existe une composition du mélange pour 
laquelle la tension de la vapeur mixte passe par un maximum. 
Soit «(T) cette composition; soit I(T) la composition correspondante 


de la vapeur mixte. 
Imaginons que nous chauffions un semblable mélange sous une 


donnée P. à Re entre ye 
_ vapeur mixte est alors P. La température a un a 
pala? 7 Bea ala valeur de II (T) pour la méme ae Tan ne 
nn, de la vapeur émise ne sera pas la même que celle du liquic e, en sor 
que, si l'on fait distiller la vapeur, la composition du jou e va changer 
Let le point d’ébullition variera. . 


Si l’on a, au contraire, | ‘ 
P=i(T), 


_ la vapeur émise aura la même composition que le liquide. On pourra la 
faire distiller sans altérer la composition du liquide restant, et le point 
d’ébullition restera fixe. 

Done un mélange liquide offrant la propriété en question a un point 
d'ébullition fixe donné par légalité 


| PART: 


A cette température le liquide qui distille a une composition fixe 
o(T). Mais le point d’ébullition et la composition du liquide distillé 
dépendent de la pression extérieure P. 

MM. Roscoë et Dittmar ont étudié certains mélanges liquides qui 
présentent ces propriétés. 


SUR LES SOLUTIONS RÉGULIÈRES 


D'UN 


SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


(TROISIÈME MÉMOIRE ), 


Par M. L. SAUVAGE, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MARSEILLE. 


L. Un système d'équations différentielles linéaires et homogènes, 
étant mis sous la forme 


dy; 


ae SS meee nt (it, 00) 


admet, dans le domaine d’un point, l’origine par exemple, un système 
fondamental de solutions de la forme 


i iat (OU ME ney sends IB) Ee Dy Dy): Sy TL), 


lorsque les nombres 7,, r,, ..., 7, different entre eux à des nombres 
entiers pres, c’est-à-dire lorsque l’équation fondamentale relative au 
point æ =o a n racines distinctes. 

Si cette équation fondamentale a une racine multiple d'ordre x, on a 
un groupe de & solutions de la forme 


Ja= "(Pai Hem logx +...+pnlog\"1x) 
(RP TN) et, CU), 


correspondant aux mêmes nombres r à des nombres entiers près, et 
toutes les fonctions ¢ peuvent être supposées holomorphes dans le cas 
où le système proposé a toutes ses solutions régulières, et récipro- 
quement. 


i | SAUVAGE. | fe 


shes nombres r sont liés aux racines oy de l'équation | fon ndament 
par la relation ae 


> 


e2nry—1 = 6), : 


« 


et ne sont Pt qu’à un nombre entier près. 

Nous nous proposons de montrer comment on pourrait déterminer 
par la méthode d'identification les solutions précédentes d’un système 
dont toutes les solutions sont régulières, et nous tirerons de Ja quel- 


ques conclusions importantes. Ce Mémoire doit être rapproché de deux 


autres qui ont paru dans les Annales de l’École Normale supérieure (*), 
et d’un travail présenté à l’Académie des Sciences de Vienne par 
M. Grünfeld (? ». 


2. Il est facile d'établir qu'un système d'équations différentielles 
linéaires et homogènes, et dont toutes les solutions sont régulières, 
peut être mis sous la forme 


(1) 


Les coefficients a sont des constantes qui ne sont pas toutes nulles 
pour une même valeur de z, c’est-à-dire dans une même équation; les 
nombres € sont des exposants entiers positifs ou négatifs. 

Ce système admet au moins une solution de la rs 


oe. Ji=a"(pi+ gla + goat+...)=2" Qi, 


telle que tous les coefficients constants 9 ne soient pas nuls à la fois. 
Nous allons d’abord aia a reconstruire cette solution en suppo- 
sant les coefficients 4 indéterminés et en les retrouvant par l’identi- 
fication appliquée aux équations (1). 


a = eee 
(1) Novembre 1886 et janvier 1888. 
(2) 3 février 1888. 
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En portant les valeurs (2) dans les équations (1), ona 


| 
Zip tet OP e+...)+o$+ 29? e+ 393 a+... 


= ai ai to 1 22 
= ee nie +...) (9{+0)2 + 9227+...) 


eis Hi 1 
SD ONE CO One DU AC LU D TRE 
ai; Qi; 
0 17 2 
+ (3 Peet ee (9? + oO} 2+ 9} x?+...) 
apis ee si MMA cette oe OE Oe 
a? 
mn un 0 1 2 m2 
Si (irc ara +...) (98+ Put + Gnd? +...) 


Carl, Dy aces TO) 


Dans chacune de ces équations, on égalera d’abord les termes du 
plus bas degré en x, et l’on aura nr équations de la forme 


(3) (— ro? +tanpi+...+ahoi +...+ a),9%))=0 


(rie, 0,12): 


Nous indiquons par la double parenthèse que tous les termes écrits 
dans ces équations n’y entrent pas forcément, mais qu’il n'y entre 
d’ailleurs aucun autre terme. 

Ces équations ayant au moins une solution en 9!, ..., 9°, le déter- 
minant des coefficients sera nul : on aura donc une condition dans la- 
quelle entreront les coefficients a;, et, s’il y a lieu, le nombre r. Sup- 
posons cette condition remplie, nous aurons au moins une solution en 
2,,..., ©,, Où tous les éléments ne seront pas nuls. 

Nous pourrons supposer, s’il en est besoin, qu'aucun élément +, ..., 
9, n’est nul, à moins que la fonction 9; correspondante ne soit identi- 
quement nulle. En effet, si o,, 9), ..., 9, sont nuls, mais que 9,,,, 
Dior +. 9, he Soient pas nuls, remplaçons y,, Ya, ..., Ys par Ly, 
DY», -.., xys dans le système (1). Nous aurons un nouveau système 
de même forme que (1) et sur lequel nous raisonnerons dorénavant. 
Dans ce système nouveau, nous commencerons par déterminer, comme 
tout à l'heure, 9), ..., 9°. Il pourra arriver encore que #,,...,®; soient 
nuls avec s’<s. S'il en est ainsi, nous remplacerons encore y,, V2, ---; 
Vs par LY,, ÆY», ..., LY, et nous substituerons pour raisonner un nou. 


veau systeme de forme (1) aux deux précédents. 
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Nous continuerons à modifier ainsi le système (1) jusqu’à ce que tous 
les coefficients 9°, ..., 9° soient différents de zéro. Cela arrivera en gé- 
néral, car la solution y; —2x'#; peut être mise sous la forme 


vies ar tto;, 


h,, hy, ..., A, étant des nombres entiers positifs tels que %,, Po, ---» On 
ne s’annulent pas pour æ =o. On peut même supposer nul l’un des 
nombres A, soit A,; alors, soit A le plus grand des nombres Ay, ..., 2p, 
on aura à faire au plus 2 fois des substitutions de la forme xy à cer- 
tains y pour amener le système primitif (1) à la forme voulue. 

Nous pouvons done supposer que le système (1) admet une solu- 
tion (2), telle que toutes les quantités 9; soient différentes de zéro, à 
moins que la fonction 9; ne manque. 

On peut maintenant imaginer deux cas différents de calcul. 

Premier cas : Les équations (3) ne renferment pas la lettre r. 

Second cas : La lettre r entre dans ces équations. 

Examinons d’abord le second cas. Il se subdivise en deux autres. 

I. La lettre r entre dans toutes les équations (3). Alors les termes 


/ D : I 
du plus bas degré dans ces équations sont des termes en =; et le sys- 


teme (1) est de la forme 
LY; — bnys Site pets OinY ns 


où les fonctions 6 sont holomorphes dans le domaine de l’origine. 
Nous appellerons ces systemes des systémes canoniques. L’étude des 
systèmes canoniques a fait l’objet d’un Mémoire spécial ('). Leurs so- 
lutions sont toutes régulières. 

IT. La lettre r n’entre pas dans toutes les équations (3). Cela est 
d’abord impossible si toutes les racines © de l’équation fondamentale 
sont distinctes; car rien ne distingue dans la condition tirée des équa- 
tions (3) une valeur r d’une autre, et cette condition, qui est algé- 
brique en r, devra avoir n racines distinctes, et, par suite, être du degré 
nen 7, ce qui ne pourra avoir lieu que si r entre dans toutes les 
équations (3). 


(1) Annales de l'Ecole Normale, novembre 1886. 


EE ee 
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Supposons que l’équation fondamentale en w ait une racine mul- 
i dordre uw. Alors, à cette racine 7’ a a un groupe de 
u solutions de la forme 


547 = Ee Pits 
Via = 2" [O2+ vi loge], 


Jip. = ar [oi + Vin—1 log H+. eet 6; log tx], 


et, par conséquent, si l’on pose y; = a’ 0,,q;, les g; étant de nouvelles 
inconnues, le système différentiel en g,, ..., q, qu’on pourra former 
aura ». — 1 solutions où 7’ sera nul ou entier correspondant à yj, ..., 
Yin» et une solution où g,, go, ..., J» seront en général égaux à 1. 

Supposons qu'on ait pris toutes les précautions nécessaires pour 
que tous ceux des 9; qui ne sont pas identiquement nuls ne s’annulent 
pas pour « =o. | 

Soient 9,, 92, ..., 9; les ©; non identiquement nuls, et, par suite, 
Dites Dera» + On les 9; qui sont identiquement nuls. 

Posons u;— x" 9;, en remplaçant par convention 9,,,, ..., ©, qui 
sont nuls par l’unité, et faisons la substitution y; = u;q;. Nous aurons 


r L ! 
ii = dit gate. (ye — 0) Gi on Diy Un ne 


om 
Mais i= =— 2e = 


Qi 


Le eae | différentiel en g devient donc 


! O1 i Q; D 
(4) des GO EE Pie en te 
et ce système admet la solution 
Ji—1) CARE) Is —1; Is+1 — 0; sang In — 0; 


de sorte qu’on a identiquement 


oe tent aie! = 0: 


vi i 


Si l’on pose 
qi=æ"(g}+qiz +qia+...), 


, : : kos , rN oe 
on devra, pour déterminer les coefficients g;, égaler les mêmes puis 
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sances de æ dans les deux membres de chacune des équations 


r 
= Gite GIR 12) 004 a GUESS 


a? a} \ oo +... 
= (5 + il +...) ae + 
Ay aia) A: 


et l’on aura d’abord x équations de la forme 


F ATEN 0 1 Yq + 19, Pn 0 235 
(5) RE RP Pl LA 711 Gin oy In =a WIE 
L 1 
La double parenthèse indique encore ici que tous les termes écrits 
ne doivent pas nécessairement figurer, mais qu'aucun terme non écrit 
ne peut entrer dans ces équations. 
Considérons une équation (3), la première par exemple, 


((( ayy re r) of HT ats 99 cie (is An Pn) = 0. 


Tous les termes entrant effectivement dans cette équation corres- 
pondent à la plus basse puissance de x dans la première des équa- 
tions (1). Les termes correspondants formeront la première des équa- 
tions (5) 


no 


o! o° 

0 Af , 0 0 7 0 7 ft a 
(CE li + as -5 4s Tara ig Oe :)) — 0, 
Di 


11 


et, par conséquent, à la condition tirée des équations (3) 


0 . 0 40 
gaa Ce RIRE PE | 
0 0 . 40 
‘ a; Agg—!l Soy oh eee 
(3;) 21 22 2n = 
a a a Lash 


ni n2 


0 0 
t D» On 
eo =F as “> Un 
gi 9) 
©? 0 
a! Li a! = ve 0 On 
2 7 a — 
(1) CE 2” o9 ==0 
0 0 
tai ? 0 Né 0 
ni ge An» où ann eA 
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tirée des équations (5). Les doubles barres ont le même sens conven- 
tionnel que les doubles parenthèses. 


La seconde condition se met facilement sous la forme 


ONE 7 lai 0 0 
ai, 7 7 Qi» vas Any 
0 of > 
Gs OR =r wenn aes 
=O, 
79 0 0 1 : 
any Ane ce sd Gina es. 


c'est-à-dire que la condition (5,) est identique à la condition (3,) 
quand on a remplacé r par 7 +r. 
Cela posé, rappelons que la solution 


Hu, sy Is—T; Qs+4 = 0; Door ro 
donne les relations 


ain Er Here aig 0, 
L 


Qi 


Par suite, les équations (4) pourront se mettre sous la forme 


Ti= di “s (Ga Gi}. oe Gis 2 (qqn) + di,s+1 Ps+1 1 - ++ + Bin Pn: 


[A 
Posons alors 
Drm AC IR et Usk = Zs+k VCE armor oh 


nous aurons un nouveau système différentiel en z,, ..., 2, de la forme 


! 2 2 ! Dh ee 
Sr = any Lan) a+. + (eur — an gr) Sp 
Qn fe OA Dy 
Ds+1 Ds+1 Qn On = 
+ | &h,s+1 — 1,51 Ge ae ee ail Arms ee Ade | S72, 
319) aay: on Pr 1, 
2 rN = aie = 
Bu As+k,2 ? Zoe clos (as+x,s+ = ) Bsth +++ Astk,n Oe " Ane 
Ds+k ¥sth 


Si l’on pose. 
= aient za...) 


on devra, pour déterminer les coefficients constants s;, égaler les 
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mêmes puissances de æ dans les deux membres de chacune des équa- 
tions 


: - 100 0 70 ve 
Lo x oe Gn Be _ (A SV tt ee es ae 
phe) Abe = ee bse es moar (55 ) 
a A OTE, Fein cr CRS 
ann On alee coe ont ® -0 ) 
= 0 Ne € ‘ 0 SR 
Ahn On + Tin 9, + 
dé 4 Fate a's boise ies None eee ete all EE EE 
On aura d’abord n équations de la forme 
3 95) + 
(( (a, — a, oo 35 + = A 
hn 1, 
(7) ou 
o° 
(atc. —- 30 +. .)) =. 
\ \ Ps+x 3 
A ces équations (7) correspondra la condition 
CH ! 0 93 0 CH 0 Pn 0 n 
Ge Oe ee ae lon 0 — Ling 
où 2 pe : n où 17 9 
0 0 0 0 0 
0 G2 ag} | Po 0 o 93 DTA pes 0 Pn 0 Pn 
LEE of di v A33— M3 o° are azn 5° Gin oY 
(71) 93 og 9 o° hp 
0 2 0 T3 0 h ! 0 n Gn TS D 
at, 2 — a, a ar 7 a a? 2 
22 où 12 o? hh ih 7 An o? in oo 
OTE res D meule de ne EE aI Rene eee DR na ee ee ee | 
v° : on 
As+k,2 5 — AS ipser — 1 — 1 ag, + 
+ 0; Ssthys+h thn 9°, 


Comparons cette condition a celle qu’on tire des équations (5), 
c'est-à-dire à 
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Tenons compte des conditions 


o Pi 0 ! Qs 
AT Se ne der =0, 
Di 


Pi 


- 


qui résultent du fait que les équations (5) admettent la solution 


FN ee 


Ts+1 — 0, ATIC 


qn— 9. 


Ajoutons dans (5,) les s premières colonnes pour remplacer la pre- 


miere, nous aurons 


(22) 


ss. 


ss. 


Rien ne nous empêche de supposer que dans (5,) les éléments de la 
première ligne horizontale correspondent à la puissance la plus élevée 


de = dans les équations (5). Avec cette hypothèse, retranchons la 


premiere ligne horizontale de (5,) des s — 1 suivantes; nous aurons 


0 
Do 
0 2 
eS Bah 
‘an 
0 
0 ia ao, 2? ply 
Pi 
0 
0 P2 
O Qs +-h,2 70 
Dsik 
ou encore 


ao. oe 
fn 0 
we 
0 0 
Og) te? 
on 0 17 o° 
Po To 
0 
0 Qn 
Asrk,n 0 
Psrx 


a) (e! 0) ai egid) (01, 91 78 


rf(r) — 0, 


en appelant f(r) = o la condition (7,). 
Nous voyons donc que les racines en r de (5,) sont égales aux ra- 


cines de (3,) diminuées de r', et que les racines de (7,) sont celles 


de (5,) à l'exception de la racine o. 
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Cela posé, nous avons admis que le système (1) ou le système équi- 
valent sur lequel nous raisonnons admet un groupe de solutions cor- 
respondant à la racine 7’. Il faudra done que l'équation (7,) admette la 
racine r=r’—r ou 0, et, par suite, r/(r) = 0, ou (5,), admettra 
deux fois la racine o, ou encore l’équation (3, ) admettra au moins deux 
fois la racine 7’. | 

Plus généralement, si (7,) admet # —1 fois la racine o (ou un 
nombre entier à la place de o), l’équation (3, ) admettra # racines 7 
(ou r’ augmenté d’un nombre entier). 

On remarquera que, si le système (3) admet des solutions ¢/, ..., 
o° différentes de zéro, c’est que ce système renferme effectivement 7 
équations. Il en sera de même des équations (5), et enfin les équa- 
tions (7) seront effectivement au nombre de x — 1. 

Nous pouvons alors raisonner sur le système en z, comme nous 
avons raisonné sur le système en y, et nous verrons que, si l'équation 
fondamentale en w a une racine multiple d’ordre y, il faudra que 
l'équation (3,) ait y racines 7’ correspondantes, différant entre elles 
de zéro ou de nombres entiers. 

Par conséquent, l'équation (3,) en r, ayant autant de racines dis- 
tinctes ou confondues que l'équation fondamentale en w a de racines, est 


nécessairement du degré x dans tous les cas, et, par suite, sc la lettre r 


entre dans l’une des équations ( 3), elle entrera dans toutes les équa- 
tions (3) tirées d’un système pour lequel on ait 9, A 0, à moins que 9; ne 
soit identiquement nul. 

Il ne nous reste donc que deux cas possibles à examiner : 

Premier cas. — Les équations (3) ne renferment pas la lettre r. 

Second cas. — La lettre r entre dans toutes les équations (3). 

Ce second cas correspond à un système canonique. Il ne nous reste 
done à examiner que le premier cas. 

Supposons donc que la lettre r n'entre pas dans les équations (3). 
Ces équations auront la forme | 


(aigu + + ane) = 0. 


. I . 
Les plus hautes puissances de > se rencontrent au moins dans une 


. des équations (1). Nous pourrons déterminer des nombres constants 


i à 
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À, Aas vey An, tels que 


((A,@?, +...+A,0@%,)) =0, 


((Ay int. ASE An@nn)) 103 
et nous poserons 
P—=Yit+.. + Àn Yn: 


Nous aurons alors, en ajoutant les équations (1) multipliées respec- 
UveMeNtPar-A,, Anne. 


Yi. + 
ou 
= Of (May +... An Gna) Pacte ee + (Ar Gino + An dan) Yne 


Tous les À ne sont pas nuls. Soit A; 0. Nous pourrons alors élimi- 
ner y; par |’équation 


I A, An 
CRE Ya PO I, DD 


ébnouslaurons un Système en, ÿ,,..., Vi-s, Vidas ces Vn» OÙ l’EXpo- 
I ON A : aa Mis , : 
sant de —» dans la première équation en ¢, aura diminué au moins 


d’une unité, sans avoir augmenté dans les autres équations. 

Mais alors nous raisonnerons sur ce système comme nous avons rai- 
sonné sur le système (1), et nous arriverons, par des substitutions suc- 
cessives, à un système où la lettre r apparaitra. Si l’on s’arrange alors 
pour que tous les 9} soient différents de zéro, à moins que 9; ne soit 
identiquement nul, on aura à ce moment un système canonique. 

Il pourra se présenter le cas singulier où l’on aurait identiquement 


ae ary +... + An Gin OX 
et, par suite, 
DE. 


On aura alors à considérer un système de la forme 


Vi = Ann Re Avnet LS a AiYn, 


Ya 0 
CH rl). 


(a) 


En supposant toutes les solutions régulières, on devra admettre que 
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les solutions où l'on a y, — o sont aussi régulières. Donc le système 
(B) = Anyi. Amina (a er) 


a toutes ses solutions régulières. Les substitutions qui ramènent (6) à 
la forme canonique ramèneront les coefficients de (x) à la forme ca- 
nonique, sauf en ce qui concerne les termes en y,. Supposons donc 
que le système (B) tiré de (x) ait la forme canonique et posons 


ES ug de sorte que les B; soient holomorphes et ne s’annulent pas 
TL” 


tous pour + =o. Si l’on fait alors y, = a*z, on a le système canonique 


Ji Ai Bi re Ain—s nat a B; 3, 


! 


et — 
= — 


~ 


€ 
x 


O1 2, Na EF i) 


En résumé, tout système d’equations différentielles linéaires et homo- 
gènes (à solutions régulières) peut étre ramené à la forme canonique par 
des substitutions successives de la forme xy ay, ouv =A; ¥, +--+. + Ann 
à l’un des y, les Xétant des constantes convenablement choisies. 


3. Faisons quelques applications de la théorie précédente. 
Soit, d’abord, le système 


= Pi ? P2 A Pr 
V1 — on PERS Vs +. of Se Vns 
Yi = Vi—1» (ts 2, 3, a) n). 


Ce système correspond à l’équation linéaire et homogène d'ordre n 


dx" ~~ x dx"-1 xP, dan? Se TO n Ÿ ? 


d'y Die md pre ho _ Pn 


et, par conséquent, nous nous proposons de retrouver les conditions 
bien connues pour que cette équation d’ordre n ait toutes ses inté- 
grales régulières. 

SI nous posons y; = æ’%;, nous supposerons d’abord que nous pou- 
vons donner à r une valeur différente de o ou d’un nombre entier. 
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Nous aurons alors 


x n 

LATE EH es ae FE (gi te) + + (on), 
7 

AC TS ALES RE or Te 


Les dernières équations donnent 9? — 0, ..., 9, =0 et, par suite, 
la première équation donne 9! = 0, à moins que &, = 1. Donc il faut 
Di — I. 

Supposons cette condition remplie et posons 


DR DANCE Bey ee de TL): 
Nous aurons 


ps Pi + Pe r Pn 
J'1 Fr x Mit Zo! Won Tr XOn—1 Un, 
2 1 Ul; 
LU; + U; = LU;_, ou EU ee 
ce que nous écrirons 
ARS Pi , Pn 
a pee) OT ER Lun ere 47 


Faisons 


nous aurons 


H(go+...)+ eit. = Pi (gt... pe BPG (gh +...) 
5 (el ght. =o (Ol+...) ae +e.) 
ie ues: Ai RSR a ®o ms) 
Fr 1 
mG tae) Ole Gen yam (Er). 
Nous tirons de la 
» = of de 
(7-1) 9) = 91; dou res et of = 0. 
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UNE 
fn 


Q vs rs 
re 
: SOnS — 
rou 
pi 
. 


yr eu; pour 


' 


LU, + Us = Va — Us 
eal 
LU; + Uj = Li — Uy; 


Nous écrirons ce système sous la forme 
Ie P2 
Dae dite den Es Jite. 
ie re I 
: eae aes PP LT 
eles 2 
V3 — oe ze 
; 2 ; 2 
YN Oi are (t= 4, 5,..-,”) 
_et, en faisant y; = x'9;, nous aurons 
is 0 1 a 0 2 0 
Bete rea «AGL hss) — AG oe 
d’où nous tirerons 
Au contraire, nous aurons 


gi 


ele 0 pe 
(74-2) 93= 93, US ome 


‘ 


ne. Nous sommes donc conduit à former des systèmes successifs par une 
; AA ne loi facile à deviner, et, dans le dernier système auquel nous nous arré- 
: terons, la première équation aura la forme 

» 


Pi hs _Ps_ P ; 
‘ N= mo Seer Oo Ti Yates. + TE) Yas 
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et, si l'on pose y; = w"9,, les fonctions 9; ou bien seront identiquement 
nulles, ce qui ne sera pas le cas habituel, ou bien seront toutes diffé- 
rentes de zéro pour x =o. 

Mais maintenant il est visible que r apparaît toujours dans les équa- 
tions en @,,..., 9,3 il faut donc qu’il apparaisse dans toutes ces équa- 
tions et, en particulier, dans la premiere. 

Il est évident qu’il faudra que tous les exposants & —A soient 1 ou 
un nombre plus petit. On aura donc les conditions connues 


< Æ 
(D DA Ga oh AS Wen. 


Reprenons l'équation d’ordre n et posons y = x?u. Nous aurons une 
autre équation linéaire et homogène d’ordre n en u, et il est évident 
que, en posant pour une intégrale u = x’, on pourra supposer que r 
n’est ni zéro ni un nombre entier. Le théorème est donc vrai dans tous 
les cas, comme on le verra facilement en revenant de l'équation en wu 
à l’équation en y. 

Comme seconde application de la théorie générale, nous allons cher- 
cher tous les cas où un système de deux équations linéaires et homo- 
genes peut être ramené à la forme canonique, ou encore, si l’on veut, a 
deux solutions fondamentales régulières, ou encore a toutes ses solu- 
tions régulières. 

Le système à étudier peut être mis sous la forme 


Qs) ’ a3» Ass | ' 
= TRUC OIL Mate = Ga FR A Re Vo: 
Late Le LES 22 


Nous aurons à remplir les conditions 


wet 
| 
\ 
TRES 
CRE 
hry © 
2 le 
ne 
= 


Us ey ez 0 CE 0 \ 
Lett. .teit- = (B+...) @tt)+ ace (yet); 
Fe ; a. 0 Av ee 


Profitons du théorème important d’après lequel æ(a,, + @,,) est ho- 
lomorphe pour simplifier de suite ces équations. Si ¢,,=1-+ € par 
exemple, il faudra que £,, = 1 + €’, et l’on aura de plus 


=a, = 0 HET 1 Dyes -— t)l. 


Thi 


À +, PHRSrRS _ (a ‘ pe 
Letrdtet=(Q ++ 


= z(t +.) + 9: + = ie +. 
Nous PER d’abord le cas où aie a EI." ; À 
Soient d’abord <,, > 1ete,, >1, on aura digs = 07 Vies On ne peut a 
_ accepter ce résultat, car l’un au moins des 9! et 98 est différent de zéro 
dans le cas d’une solution régulière: donc les solutions ne sont pas 
toutes régulières (et même il n’y en a ici aucune régulière). 
Le cas dee, —1, &,, > 1 est analogue au précédent. En effet, on a, 
dans ce cas, à : 
ps =9, (r+ @)93= 43,91 
ou encore 


Soit done le cas ¢,, >1 et ¢,,< 1. On aura encore 9) = 0, et rienne 
fixera o°. Alors remplaçons y, par æy,, nous aurons 


Hi Mu Yi t+ Lay Vas 


ES ai 
Jo — x Tt; (es =) ye 


100 On a donc un système analogue au précédent, mais où ¢,, est diminué 
d'une unité, tandis que <,, est augmenté d’une unité. On en conclut 
- _ que plusieurs substitutions successives (ou une seule à la fois) don- 
de neront un système où l’on aura €,, = 1 ou €,, —1. On rentrera dans 
= UNS RER les cas déjà étudiés ou bien on aura un système canonique. 
ee Donc, dans le cas de e =1, les systèmes à solutions régulières sont 
Es de la forme 
L =: + SE Jo 


r_ oi Ao» 
Jif te tt ed | 


où € est un nombre entier et les a des fonctions holomorphes quel- 
conques. : 


| 
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Abordons le cas des > 1. 

Pour simplifier la question, on pourra toujours supposer &,, =<. 
C'est une question facile de substitutions. Il suffit donc de considérer 
les équations 


r a We 
zat.) +et+...=(S +...) (t+...) (S24...) CORSA 
r a) a 
gt et. (ie. )ote. (SE +.) (SE 2) 
Ona 
API 1293=0 (ass 94)) — (apr) =o. 


Il faut nécessairement imaginer que les deux termes de la seconde 
équation existent ensemble, sans quoi l’on aurait 5 = 0, of =o. 

On aura donc €, — €. 

Ensuite on aura la condition 


CC 
= 6. 
) 
Ginn — a 
Si l’on pose alors 
ae LN et BMV hg Va 05, Ys AY: 
on aura 
5 Coy, — ay, 
d’où 
Nr (Enr) ao (Suda AY) 
SN nl é = 
ae ae 
ou 


ay [(a+ ax +...) r++ died h...) ye] A Cam) ee pal 


awe 


ou encore 


a= + | (a8, a®— a9 ass) yt [49122 (2°)? yo (Mi yi + M2 y2) 


ou simplement 
— Mim z M9 re 


ae 


~ 


piu aura un nouveau système en y,etz, où PR ant € ( dovra étre ra 
__ menéàe—1.Cela imposera des conditions nécessaires pour que toutes "a 
les solutions ensety, Ou en y, et Æ soient régulières. n continuant — er 
es diminuer ainsi l’exposant ¢ jusqu’à le ramener à 1, si toutes les con- 
ditions qu'on rencontre sont satisfaites, on aura finalement un système ra 
canonique. re ; 
Faisons une ARE numérique en vérifiant que le système | 


i 


r 


‘ if Ra T°: I . 
aes ne (4 a dint he aet...) ye 


A I = 
HAE +5 +a),+at,r+.. Je (irait ane.) 
5 . 


a toutes ses solutions régulières. su VE 
’ 
On a d’abord —9/+93=0 pour les deux équations, ou encore 


Posons alors z= y,—y,, et éliminons Y2 par 7% relation Ja = + Yu 
il viendra 


d’où l’on tirera 


3! = (= +0, )3+ gt Mot...) 71. | D | 
Si l'on pose y=x"9,, 5 = "94, on a 


us rye: 0 0 
grit CET ES LS Lao 
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On est donc conduit à remplacer z par xz, ce qui donnera 


fi I I 
Vi— (; +...)s+ (= +.) 


ce qui est un système canonique. 


Dans le cas particulier où les À sont nuls, et où les « sont nuls aussi, 
on est ramené au système 


pe FT) AR NE 
Of = 2 æ x Vs ELEC Ar 
mais cet exemple n’offre aucune difficulté dans une étude directe. 


4. Nous venons de démontrer le théorème général suivant : 


Tout système d'équations différentielles linéaires et homogènes, dont 
toutes les solutions sont régulières, peut être ramené à la forme canonique 
par des substitutions successives de la forme 


PE ATH +. os Al Yn, 
l’inconnue + remplaçant ensuite l’une des lettres y. 


Il est facile de voir que cet énoncé doit être substitué à celui que nous 
avons donné dans notre deuxième Mémoire (Annales de l’École Nor- 
male, janvier 1888). | 

Nous allons montrer maintenant que, si l’on ne veut pas se servir de 
la substitution que nous venons d'indiquer, on peut considérer déjà les 
solutions non transformées du système (1) comme appartenant à un 
autre système d'équations de forme canonique. Ce point de vue théo- 
rique peut être utile dans certaines questions. 

Je vais donc démontrer la proposition suivante : 


Lorsqu'un système de n équations différentielles linéaires et homogènes 
a toutes ses solutions régulières, ces solutions appartiennent toutes à un 
système canonique de n' équations, n'Zn. 


Soit un système d'équations de la forme 


(1) pelea ee TPE i= Te 2, RP Er) 
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En dérivant ces équations et en éliminant, au moyen des équations (1), 
. « C2 
les dérivées qui se présentent, on forme facilement un système d’é- 


quations de la forme 
* | Yi TV eee + Anno 


(2) { Yi = Au ÿi +... + Am 
LORS OR ER PRE Et ce motor , 


| i Amyit ee AnnJYns 


et toutes les solutions du système (1) conviennent au système (2). 

On peut considérer ces équations comme étant du premier degré en 
Vase, Vs Ct, Comme ces équations sont satisfaites en même temps par 
les mêmes valeurs de y,, …, y, tirées des solutions du système (1), on 
en conclut que toutes Les valeurs de y, qui entrent dans les solutions 
du système (1) satisfont à la condition de compatibilité 


! ' 
Hama) je ++. Ain 


ut FA Ami Ane aed, Aes 


Cette condition développée donne une équation linéaire et homo- 
gene d’ordre nen y,. L’ordre n peut s’abaisser dans certains cas. 
Supposons maintenant que toutes les solutions du système (1) soient 
régulières. Tous les éléments y, seront des intégrales régulières d’une 
équation linéaire et homogène d’un ordre au plus égal à zn. 
Rappelons maintenant certaines propriétés d’une équation linéaire 
et homogène, d'ordre 2 par exemple. 
Si toutes les intégrales de cette équation sont régulières, l'équation 
peut se mettre sous la forme 
CP MEN Pi ey Ph 
on wear 


où les p sont des fonctions holomorphes dans le domaine de l'origine. 

Si toutes les intégrales ne sont pas régulières, celles des intégrales 
qui sont régulières satisfont à une équation linéaire et homogène de la 
forme précédente, mais dont l’ordre est égal au nombre de ces inté- 
grales régulières, et, par suite, inférieur à 2. Résumons sur ce point 
la théorie donnée par M. Floquet ('). 


(1) Annales de l'Ecole Normale supérieure, Supplément de l'année 1879. 


PT CT, 77 
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Une équation différentielle linéaire et homogène dont les coefficients 
a (ae icy . { : , 
ne contiennent qu'un nombre limité de puissances de = est dite réduc- 


uble quand elle a au moins une intégrale commune avec une autre 
équation différentielle linéaire et homogène d’ordre moindre, et dont 
les coefficients offrent le même caractère. 

En partant de cette définition et de la notion d'expression différen- 


tielle composée, M. Floquet démontre le théorème suivant : 


Si une équation a des intégrales régulières, il existe une autre équa- 
lion de même forme dont toutes les intégrales sont les intégrales régu- 
lières de la premiere. 


C'est préeisément le théorème que nous voulions rappeler. Nous 
ajouterons que cette deuxième équation, n’admettant que des inté- 
grales régulières, sera de la forme donnée plus haut. 

Revenons au système (1) dont nous supposons toutes les solutions 
régulières. Nous pouvons affirmer que les éléments y, de ces solutions 
font partie des intégrales d’une équation linéaire dont toutes les inté- 
grales sont régulières, et nous pouvons écrire 


d'y; Pa der 


dia x dx'u—! 


De même, les y, satisferont à une équation analogue, et, en géné- 
ral, les éléments y,, V2, ..., y, des solutions du système (1) satisfe- 
ront respectivement aux n équations 


3 TRY way a oe) ieee BES 
(3) RE PTE A DETTE ER 
C2 Nr 0) 


liquer le théorème de M. Floquet, il faut que les coefficients 


Pour app! 
ions différentielles ne présentent qu'un nombre limité de 


des équat 


DES it ue : : > ’ 
puissances de —; mais il est facile de voir qu'il suffit pour cela que les 


coefficients des équations (1) satisfassent à cette même condition, et 
ce dernier point s’établit facilement dans le cas où toutes les solutions 
du système (1) sont régulières. 
De tout ce qui précède, il résulte que les éléments des solutions du 
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système (1) satisfont au système (3) formé de » équations à une seule 
variable chacune. 
Considérons à part l’une des équations (3) 


CAE AE NE A EP Pape 
dat mdr D ot ee 
Les fonctions p,, ..., p, sont holomorphes dans le domaine de l'ori- 
gine. 
Posons 


i ght un, 


d , 
a Seas? Unis 
Ano eee 3 
d'-1 y 
darA1 U, 
Nous aurons d’abord 
du, | P: P 
wees on Uo a ee =" OS 
et ensuite les deux équations 
d*y d#+1 y 
Tak — ah-k-l Ur et Apkei — xh-k-2 Ur re 
nous tirerons de là 
+ A à 
(h— k —1) æh-k-1 act + gh-k-1 oe am Le Le Mel ea Uk 
VA M 
ou 
dun_x — Ua-k-1 (Ak 1) pe 
dx xz ne ad 


On aura donc le système de x équations linéaires et homogènes 


du 
1 Pa Pr 
+ Uae on mn me 7 4 pe 
dx x 1 = h 0, 
dus 
i on Us + ro U 
rs 21 Uy 12 Ue, 
ARS TR es 8 ROR ; 
dus 


x az =Ann—1Up-y + Anpuy. 


fl est facile de donner à ce système la forme canonique. 
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On peut donc remplacer chaque équation (3) par un système cano- 
nique. Il est évident que l’ensemble de n systèmes canoniques indé- 
pendants forme lui-même un système canonique. 

Dans le cas actuel, toute solution du système (1) convient au sys- 
tème canonique d’ensemble, dont le nombre des équations variera de 
n à n°, et c'est ainsi que se trouve démontrée la proposition que nous 
avons énoncée plus haut. 


5. Quelle que soit done la manière dont on traite un système 
d'équations différentielles linéaires et homogènes, il faudra toujours, 
dans le cas de la régularité, arriver à considérer un système cano- 
nique, c’est-à-dire un système de la forme 


12 RS 
DV AY tee Oi Ml; Det), 


où les coefficients a sont holomorphes dans le domaine de l’origine. 
Il nous reste à étudier, spécialement au point de vue de la pra- 
tique du calcul, ces systèmes dont les propriétés font l’objet du pre- 
mier Mémoire que j'ai publié, et de important Mémoire de M. Grün- 
feld. Nous avons: peu de chose à ajouter. 
Si l’on considere les équations (3) du premier paragraphe, elles 


prennent la forme 


at of +... (@j—7) of +..-+ 22, pi = 0. 


Les doubles parentheses ne sont plus nécessaires. Ces équations en- 
trainent l’équation caractéristique en 7, ou encore |’équation fonda- 
mentale déterminante, selon l’expression de M. Fuchs. Soit f(r) = 0 
cette équation. 

Il n’y a aucune difficulté à calculer les coefficients 9), 9;, 9;, ... 
par des calculs de proche en proche dans le cas où r est une racine 
simple. En effet, on voit facilement que, f’(r) n'étant pas nul, tous 
les mineurs du premier ordre de f(r) ne peuvent être nuls, et, par 
suite, le système en 9°, ..., 9, admet une solution et une seule pour 
les valeurs proportionnelles de ces inconnues 9;. 

Supposons que rsoit une racine multiple de /(r) =0, et, pour sim- 
plifier, prenons seulement une racine double. Nous aurons une solu- 


sy = 


Sr 


wok 
ad 
* 


ee Qi+ à —(} Di +: ir ai Qi +. ++ din Pns 


< 


(Shee 2 di Aer + Gin Yn 


Considérons le premier système, qui ne contient que les lettres +. 
_ Nous en tirerons 


. 
ë 


a pit. (amr) gi +. .+ a2, pi — 0. 


Nous remarquerons que, 7 étant racine double de f(r) = 0, les mi- © 
neurs du second ordre de f(r) ne seront pas tous nuls, mais que les 
mineurs du premier ordre peuvent être nuls tous à la fois ou non. De 
là deux cas. 


Supposons d’abord que les mineurs du premier he ne soient pas 
_ tous nuls. Alors les NS 


ot eK ates r)of?+...+ af, p26 


ont une solution unique en 9}, ..., 9). On en conclut que les équa- 
tions | 


r ; ; | 
e(Loi+ gi) = an Di+...+ Ain On 


admettent une solution et une seule, correspondant à la valeur donnée 


de r. De là cette conclusion, qu’à la valeur donnée de r correspondent. 
deux solutions ayant les formes 


JYi=x" Vis ( 
Jia x" (b;+ p:logæ), 


et, pour achever de déterminer la seconde de ces solutions, il suffit de 
calculer les fonctions Ÿ; (nous retrouvons là un théorème connu sur le \ 
coefficient de la plus haute puissance de logæ). | 


tds étant 26m: 7 


DR 


NP ONE 


SOLUTIONS RÉGULIÈRES D'UN SYSTÈME D EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 181 


Les Ÿ; satisfont au système d’équations 


a : 
2 (fut y+ BE) ay, hi. s+ ayn Yay 


x 
et l’on doit avoir d’abord 
ay, Uy t...+(a—r) be +...+ ad, Do 


Ces équations devant admettre une solution, et le déterminant des 
coefficients des inconnues f(r) étant nul, il faut que ce système se 
compose seulement de n — 1 équations, linéairement distinctes : on 
peut prendre pour ces n — 1 équations celles dans lesquelles entre 
le déterminant des coefficients des inconnues 4°, ..., 4° ; ce déter- 
minant est un mineur du premier ordre de f(r), et l’on peut supposer 
ce mineur différent de zéro. On pourra alors calculer d, ..., 49. 
fonction de Ÿ arbitraire, et de o!, ..., 9, déjà calculés. 

La suite du calcul des coefficients 4}, d?, ... n'offre aucun intérêt. 

Supposons maintenant que tous les mineurs du premier ordre de 
fr) soient nuls. Alors, dans les équations 


en 


a oo +...+(ai—r)ofpt+...+a},o2=0, 


on peut prendre arbitrairement deux des inconnues +, et 9), et ex- 
primer les autres inconnues 9°, ..., 9,_, en fonction de ces deux-la. 
De là résulte que l’on pourra construire deux solutions 


Yu = x" On, 


Via = L" Dis 
{ ñ . 
linéairement distinctes. Il suffira pour cela que le déterminant 


0 0 
| Pr-11 Pri 


0 0 
Pa-3»> Pre 


-soit différent de zéro. 


Toute solution y; — +’0;, correspondant à la même racine r, sera 
composée linéairement avec les solutions y;,, y, car iln’y a que deux 
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solutions linéairement distinctes correspondant à une racine double r 
de f(r) =o. Done, dans le cas qui nous occupe, le logarithme dis- 


parait. 
Nous n’insisterons pas sur ces remarques de calcul, la théorie gé- 


nérale n’étant plus à faire ("). 


(1) Au sujet de l’extension de Ja théorie des solutions régulières aux équations différen- 
tielles à plusieurs variables indépendantes, on consultera avec fruit l’important Mémoire 
publié par M. Horn dans les Acta mathematica (octobre 1888) sous le titre Ueber ein 
System linearer partieller Differentialgleichungen. 


SUR LA PRESSION ÉLECTRIQUE 


LES PHÉNOMÈNES ÉLECTROCAPILLAIRES 


Par P. DUHEM. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


DES PHENOMENES ELECTROCAPILLAIRES (1). 


CHAPITRE I. 
DES PHÉNOMÈNES DITS ÉLECTROCAPILLAIRES. CAS DES CONDUCTEURS. 


$ I. — Historique. 


1. Nous allons maintenant nous occuper de l'égalité (38) du Cha- 
pitre Il, ["° Partie ('). Cette égalité, qui doit être vérifiée en tous les 
points de la surface de contact 0,, de deux fluides conducteurs élec- 
trisés p et g, est la suivante : 

HO 


06» 06» 


I 


1 
— Vp+ Yo Lo + Bpg+ Op + QD, + Ale + 
PUR 
I 


(1) 


I 


oY 02, 
| = (S71) — Vg + Va + Yq + Bap + Og + QD, + Agp Get a 


06» 
Il faut avoir soin d’y joindre les relations 
: Rp + Ro, 
N 4 R,+R,= 0, 


(1) Un résumé de ce Mémoire a paru aux Comptes rendus, le 3 janvier 1887. 
(2) Annales de l’École Normale supérieure, 2° série, t. V, p. 119; 1888. 
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qui résultent de la manière dont les signes des rayons de courbure 


ont été définis. 
Remarquens que la quantité 


Le [me (Me — 0922) 2 (2 1 22) 
(2) Coq= LE & Ti 06» E 094 004 
— (vp — Vg) + (Up — La) + (ko — Xe) + (Bog— Bap) + (@p — Wa) 


a la même valeur en tous les points de la surface 0,,, et écrivons l’éga- 
lité (1) sous la forme suivante 


I I 
3 AeA) mt) MOD =D ee 
(3) ( PI GP ee ie 7% q P pq 


Nous reconnaissons sans peine l’équation aux dérivées partielles du 
second ordre qui détermine, ainsi que l’a montré Laplace, la forme de 
la surface de séparation de deux fluides. La seule modification qui 
se présente ici, c’est la substitution de la fonction Q à la fonction gz, 
employée par Laplace, qui n’est autre que la valeur de Q dans le cas 
particulier où les fluides sont soumis seulement à l’action de la pesan- 
teur. C’estce cas particulier que Laplace étudiait. 

Le binôme (A,,+ A,,) représente donc la constante capillaire rela- 
tive à la surface de séparation des deux fluides, ce que l’on nomme 
souvent la tension superficielle de ces deux fluides. 

Dans l'égalité (3), la quantité C,, définie par l'égalité (2) dépend 
non seulement de l’état que les deux corps p et g présentent loin des 
surfaces terminales, mais encore par les termes Y,, Ug. y,, Pep PS 
du poids de ces corps, de l’étendue de leurs surfaces terminales, et 
par les termes w,, , du poids de ces corps et des charges réparties sur 
les surfaces par lesquelles ils confinent avec l’isolant qui environne le 
système. On voit donc combien cette quantité C,,, constante le long 
d’une même surface capillaire, varie d’une manière compliquée avec 
les diverses conditions de l'expérience. 

Tout autrement en est-il de la quantité (A,,+ A). Cette dernière 
dépend uniquement de l’état dans lequel les corps p et g se trouvent 
loin des surfaces qui les terminent. Si l’on remarque que ces corps ne 
renferment d'électricité qu’au voisinage même de leurs surfaces ter- 
minales, que par conséquent leur état interne est déterminé lorsqu'on 
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connaît leur température, la densité qu’ils présentent loin des sur- 
faces terminales, et les paramètres dont la variation constitue ce qu’on 
nomme les changements d'état physique ou d’ état chimique, sans que 
l’on ait besoin de connaître les charges réparties à leur surface ou au 
voisinage de leur surface, on verra sans peine que la connaissance 
de ces charges n’est pas non plus nécessaire pour connaître la valeur 
de (A,,+ A»). L 

Pour abréger le langage, disons que la nature d’un corps est déter- 
minée lorsqu’on connaît sa température, la densité qu’il présente loin 
des surfaces terminales et la valeur de paramètres dont la variation 
constitue pour ce corps un changement d’état physique ou chimique. 
Nous pourrons alors énoncer le théorème suivant : 


La constante capillaire de la surface de contact de deux corps fluides 
conducteurs de nature déterminée est indépendante de leur état d’électrisa- 
tion. 


A ce théoreme, joignons-en un autre que nous avons démontré 
ailleurs (') en partant des principes qui ont servi de point de départ 
au présent Mémoire et dont il nous suffira de rappeler ici l’énoncé : 


Lorsque deux conducteurs de nature différente sont mis en communi- 
cation directement ou par l'intermédiaire d’autres conducteurs à l’inté- 
rieur desquels l'électricité peut circuler sans déterminer de changements 
d'état, il s'établit entre ces deux conducteurs une différence de niveau 
potentiel qui est indépendante : 

1° De la masse des deux conducteurs, de leur forme, de leur position 
relative ; 

2° De la grandeur et de la forme de la surface de contact ; 

3° Des charges distribuées sur chacun d’eux ; 

4° Enfin de la nature des conducteurs interposés. 

Cette différence de niveau potentiel dépend uniquement de la nature 
des deux conducteurs entre lesquels elle s'établit. 


Il importait de rapprocher les deux théoremes que nous venons 
d’énoncer, parce que tous deux ont été niés en même temps. 


(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications, MI Partie, Chap. I, p. 201 
et suiv. + 
Arn. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Juin 1889. 24 
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LA 

Rappelons dans quelles circonstances . Ole: 

En 1845, M. Draper, professeur de Chimie à l’Université de New- 
York, publiait un Mémoire intitulé : L’attraction capillaire est-elle un 
phénomène électrique (')? Dans ce Mémoire, il se proposait, entre | 
autres problèmes, de prouver que « la batterie voltaique a le pouvoir | 
de contrarier les relations capillaires de certains corps ». Voici les 
expériences qu'il cite à l’appui de cette thèse : | 

« 1° Dans un verre de montre, on place une certaine quantité de | 

mercure pur AB, et sur ce mercure on place une goutte d’eau C. On 
met l’eau en contact avec l’électrode positive en platine d’une batterie 
de vingt ou trente couples, et le mercure avec l’électrode positive. Au 
moment du contact, la goutte d’eau perd sa forme sphérique et se ré- 
pand en un disque circulaire à la surface du mercure. Le diamètre de 
ce disque paraît être d’autant plus grand que la batterie est plus puis- 
sante. # 
» Dans les circonstances ordinaires, l’eau ne mouille pas le mer- 
cure; une goutte d’eau demeure à la surface du mercure comme une 
goutte d'huile à la surface de l’eau. On voit cependant que leurs rela- 
tions électrochimiques étant troublées par la pile voltaique, l’eau peut 
mouiller le mercure. 

» 2° On fait un tube en forme de siphon renversé dont une 
branche, A, est large environ d’un demi-pouce, tandis que l’autre, B, 
ne mesure pas plus d’un dixième de pouce. Des tubes de cette forme 
sont employés pour montrer les effets ordinaires de l'attraction capil- 
laire. 

» On remplit le siphon jusqu'à une certaine hauteur AB avec du 
mercure. Le métal naturellement s'élève moins dans la branche 
étroite, car le niveau hydrostatique du mercure est déprimé dans un 
tube capillaire, le mercure ne mouillant pas le verre. On introduit une 
petite colonne d’eau dans la branche B. Le mercure peut être alors 
regardé comme en contact avec un tube d’eau, car ce liquide mouille 
la surface du verre, en se glissant entre elle et le mercure. 

» Dans le tube étroit on introduit un mince fil de platine + jusqu’à 


TT 


(1) John-William Draper, Zs capillary attraction an electric phænomenon ? (Philoso- 
phical Magazine, 3° série, t. XXVI, p. 185-189; 1845.) 
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ce qu'il touche l’eau; ce fil est en communication avec l’électrode po- 
sitive d’une pile voltaique; l’électrode négative touche le mercure 
dans la large branche du siphon A. A Gicent du contact, le métal 


monte dans la branche étroite B, et il retombe à sa position primitive 


aussitôt que l’on coupe le courant. » 

Parmi les conséquences de sa proposition, Draper indique celle-ci : 

« Si l’on place un large globule de mercure dans un verre de 
montre sous une couche d’eau renfermant un peu d’ammoniaque, si 
l'on met le métal en communication avec une électrode négative et 
l’eau avec une électrode positive, la figure du globule de mercure 
change et devient elliptique, Ce phénomène est dû à une augmenta- 
tion de la pression qui s'exerce entre le métal et l’eau, la pression 
étant inégale aux différents points de la surface de contact et présen- 
tant un maximum dans les régions voisines de l’électrode positive. 

» En même temps on voit se former dans l’eau des tourbillons 
spiralés; ils sont produits par un mouvement dont le siège est dans 
le globule de mercure, mouvement que l’on sait être en relation avec 
la présence de petites quantités de certains métaux. La marche de ces 
courants est déterminée par la figure du globule de mercure; leur 
existence est due aux pressions inégales que celui-ci subit de divers 
côtés. » 

La déformation du mercure dont il est ici question avait été ob- 
servée en 1800 par Henry, de Manchester; les tourbillons avaient été 
signalés en 1801 par Gerboin. 

En 1873, M. G. Lippmann publiait un Mémoire, composé au labora- 
toire de G. Kirchhoff, intitulé : Beziehungen zwischen den capillaren 
und elektrischen Erscheinungen ('); ce Mémoire, repris et développé 
deux ans plus tard comme thèse de doctorat sous le titre : Relations 
entre les phénomenes électriques et capillaires (?), était destiné à la dé- 
monstration expérimentale des deux lois suivantes : 


PREMIÈRE Lor. — La constante capillaire à la surface de séparation du 
mercure et de l'acide sulfurique étendu est fonction de la différence élec- 
trique qui a lieu à cette surface. 


(1) Poggendorff’s Annalen der Physik und Chemie, t. CXLIX, p. 546; 1873. 
(2) vine de Chimie et de Physique, 5° série, t. V, p. 494; 1875. 
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Devxtime Lor. — Lorsque, par des moyens mécaniques, on déforme une 
surface liquide, la différence électrique de cette surface varie dans ehh 
tel que la tension superficielle développée en vertu de la premiére loi s’op- 
pose a la continuation du mouvement. 


L'expérience fondamentale n’est autre que la deuxième expérience 
de Draper, mise sous une forme plus saisissante. Comme Draper, 
M. Lippmann déduit de cette expérience l'explication des défor- 
mations et des mouvements du mercure observés par Henry et 
Gerboin. 

A l'exposé des expériences destinées à appuyer ces deux lois, 
M. Lippmann ajoute : « Aucune hypothèse n’a été invoquée, ni dans 
cette analyse, ni dans le reste du précédent travail; c’est pour n’en 
pas introduire que je me suis abstenu de donner une théorie phy- 
sique, une explication des propriétés qui ont été observées. L’hypo- 
thèse qui attribue la différence électrique à l’action chimique du cou- 
rant (d’où les noms de polarisation par l'hydrogène, par l'oxygène) n’a 
été ni invoquée, ni discutée dans le présent travail; j’essayerai ail- 
leurs de montrer que l’action chimique et le phénomène électrique 
peuvent être produits séparément. » 

Si M. Lippmann a cru devoir s’en tenir, sans autre essai de théorie, 
à l'interprétation proposée par lui des phénomènes qui se produisent 
au contact du mercure et de l’eau acidulée, le désaccord apparent ou 
réel qui existe entre les deux lois énoncées par M. Lippmann et les deux 
théorèmes auxquels nous sommes parvenu en nous appuyant exclusi- 
vement sur les lois de Coulomb, au moyen de déductions que nous 
avons cherché à rendre aussi rigoureuses que possible, nous impose 
le devoir de soumettre les phénomènes électrocapillaires à la plus soi- 
gneuse analyse, dans l'espoir de jeter quelque jour sur ce point obscur 
de l’Électrostatique. 

Convaincu que, dans l'explication d’un phénomène physique, on 
doit appeler à son aide le moins grand nombre d’hypothèses, nous 
commencerons par supposer qu'aucune action chimique ne se produit 
dans les systèmes où se produisent les phénomènes électrocapillaires ; 
conformément à l'idée que M. Lippmann a indiquée à la fin du passage 
cité plus haut et que, jusqu'ici, il n’a pas confirmée par l'expérience, 
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nous chercherons si l’action chimique et le phénomène électrique peu- 
vent être produits séparément, quitte à recourir à l'hypothèse de l’al- 
tération chimique des surfaces si nos recherches nous montrent que 
les faits observés demeurent inexplicables sans le secours de cette sup- 
position. 

La voie que nous abandonnons ainsi, au moins provisoirement, a- 
été suivie par M. Quincke (*}, qui a attribué les phénomènes dits élec- 
trocapillaires à des altérations chimiques de la surface de contact entre 
le mercure et l’eau acidulée. M. H. von Helmholtz semble se ranger à 
l'opinion de M. G. Quincke (?). Deux tentatives ont été faites, à notre 
connaissance, pour expliquer les phénomènes dits électropillaires sans 
faire intervenir l'hypothèse d’une altération chimique des surfaces. Ces 
deux tentatives sont dues l’une à M. G. van der Mensbrugghe, l’autre 
à M. Moutier. 

M. G. van der Mensbrugghe (*) attribue une partie des phénomènes 
électrocapillaires aux variations de température qui accompagnent le 
changement de forme de la surface par laquelle deux fluides sont en 
contact. Cette explication ne s’applique, bien entendu, qu’à ceux des 
phénomènes électrocapillaires qui disparaissent avec le temps. Elle ne 
s'applique pas aux actions électrocapillaires qui se manifestent par la 
production d’états d'équilibre stable, semblables à ceux que l’on ob- 
serve dans l’électromètre capillaire. 

M. J. Moutier (“) attribue les phénomènes sur lesquels repose l’usage 
de l’électromètre capillaire à des variations subies par la densité des 
deux liquides en contact : 

« L'origine de ces variations, dit-il, se trouve, ce me semble, dans 


(1) G. Quincke, Ueber elektrische Strôme bei ungleichzeitigen Eintauchem zweier Queck- 
silber-Elektroden in verschiedene Flissigkeiten (Poggendorff's Annalen der Phystk und 
Chemie, t. CLIN, p. 161; 1874). 

(2) H. Hetmuoxrz, Ueber galvanische Polarisation des Quecksilbers und darauf bezüg- 
liche neue Versuche des Hrn. Arthur Kénig (Monatsber. der Berl. Akad., 3 novembre 
1881). 

(3) G. VAN Der MENSBRUGGHE, Application de la Thermodynamique à l'étude des varia- 
tions d’énergie potentielle des surfaces liquides. Consequences diverses (Bulletins de l’A- 
cadémie de Bruxelles, t. LI, p. 769; 1876). 

(+) J. Mourier, Sur l’électromètre capillaire de M. Lippmann (Bulletin de la Societe 
philomathique de Paris, 1880). 
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le phénomène de la dilatation électrique, sur lequel les expériences de 
M. Duter ont appelé récemment l’attention des physiciens. 

» Considérons d’abord un corps conducteur à l’état neutre, à une 
certaine température, sous une certaine pression; le corps a un volume 
déterminé. Si l’on électrise ce corps, il éprouve, à la même tempéra- 
ture et à la même pression, un accroissement de volume par le fait 
même de l’électrisation : cet accroissement de volume est propor- 
tionnel au coefficient de compressibilité du corps conducteur et au 
potentiel de l'électricité. Ce potentiel de l'électricité est la moitié du 
produit de deux facteurs : la charge électrique du conducteur et le 
potentiel en un point du conducteur. Si la forme du conducteur varie 
peu, le potentiel en un point est proportionnel à la charge électrique, 
de sorte que l’électrisation d’un conducteur a pour effet de faire va- 
rier le volume de ce corps conducteur en raison du carré du potentiel 
de ce conducteur. 

» En faisant varier le potentiel de l’un des liquides conducteurs qui 
entrent dans la construction de l’électromètre capillaire, on fera done 
varier, d’après ce qui précède, le volume de chacun des deux liquides. 
Cette variation de volume est nécessairement très faible, elle ne peut 
affecter que dans une très faible mesure le poids spécifique des li- 
quides ; les poids spécifiques à et à’ des deux liquides peuvent être re- 
gardés comme sensiblement invariables : il peut n’en pas être de même 
pour les actions capillaires. 

ee ee Un changement de volume très faible de l’un des liquides 
conducteurs pourra donc, sans modifier la densité des liquides d’une 
manière appréciable, entrainer un changement notable dans la valeur 
des constantes « et z. Une variation de ces constantes entraîne une va- 
riation de la surface de séparation des deux liquides dans le tube ca- 
pillaire. » 

Sans discuter jusque dans ses derniers détails cette théorie, présentée 
d'ailleurs par M. J. Moutier comme un simple aperçu, on peut la ré- 
sumer en disant qu'elle attribue les phénomènes électrocapillaires à la 
compression du mercure. Nous aurons tout à l’heure à examiner cette 
manière de voir, sous une forme un peu différente il est vrai, mais ayant 
cependant assez d’analogie avec la précédente pour qu’il nous soit 
permis de ne pas insister plus longuement sur celle-ci. 
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Dans le présent Chapitre, nous étudierons exclusivement des sys- 
tèmes formés par des fluides conducteurs conduisant l'électricité sans 
électrolyse. C’est seulement au Chapitre suivant que nous examinerons 
les systèmes renfermant des électrolytes. 

Si ’on nomme phénoménes électrocapillaires tous les phénomènes qui 
seraient compris dans les deux lois suivantes : 


1° La constante capillaire à la surface de séparation de deux fluides 
conducteurs non électrolysables, de nature déterminée, est Jonction de la 
différence de niveau potentiel qui existe entre ces deux fluides ; 


Aa différence de niveau potentiel qui existe entre deux fluides con- 
ducteurs non électrolysables lorsque l'équilibre électrique est établi en un 
système renfermant ces deux fluides dépend de la forme et de la grandeur 
de la surface de contact de ces deux fluides, 


on peut conclure avec assurance que les phénomènes électrocapil- 
laires ne sauraient se produire dans un système qui ne renferme que 
des fluides non électrolysables. 

Il ne résulte pas de là que de semblables systèmes ne puissent pré- 
senter des phénomènes analogues à ceux que Draper a découverts dans 
des systèmes renfermant du mercure et un électrolyte. Il résulte seu- 
lement de la conclusion à laquelle nous venons de parvenir que ces 
phénomènes, s’ils existent, sont susceptibles d’être représentés par 
des propositions autres que les deux lois précédentes. 

Avant de chercher si les systèmes qui ne renferment pas d’électro- 
lytes présentent des phénomènes analogues à ceux que M. G. Lippmann 
nomme électrocapillaires, rappelons brièvement quels sont les princi- 
paux caractères de ces derniers. 

Un tube vertical AB (fig. 1) est rempli de mercure. L’extrémité 
inférieure de ce tube, effilée de manière à présenter un canal capil- 
laire, plonge dans de l’eau acidulée C. Au-dessous de cette eau aci- 
dulée, se trouve une nouvelle couche de mercure D. Un fil de platine F 


bee en un point M du mercure supérieur; un autre fil F’ aboutit en 


n certain point M’ du mercure inférieur. 
es choses étant dans cet état, si l’on fait communiquer les deux 
fils F et F’, soit entre eux, soit avec des sources au méme niveau 
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potentiel, la séparation entre le mercure et l'eau acidulée se fait en 


un certain point N parfaitement déterminé du tube capillaire. 

Si l’on met le fil F en communication avec une source à un certain 
niveau potentiel et le fil F’ avec une source à un niveau potentiel 
moindre, on voit la séparation du mercure et de l’eau acidulée dans le 
tube capillaire s’abaisser au-dessous du point N. Si la différence entre 
les niveaux potentiels des fils F et F’ est assez considérable, le mer- 


cure finit par s’écouler par le bec effilé B. 


Fig. 1. 


Pp? , 
P 


Si, au contraire, on porte le fil F’ à un niveau potentiel supérieur à 
celui de F, on voit le mercure remonter dans le tube capillaire au-des- 
sous du point N, d'autant plus haut que la différence du niveau poten- 


tielest plus grande. On ne peut ramener la surface de séparation en N 
? 4 — 
qu'en augmentant la pression au sommet de la colonne de mercure. 


92 4 ‘ ’ ’ . . 
UA l'inverse des phénomènes précédents, si, en faisant varier la pres- 
sion au sommet de la colonne de mercure, on vient à élever ou à 
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abaisser la surface de contact du mercure et de l'eau acidulée dans le 
tube capillaire, la différence de niveau potentiel qui existe entre les 
deux fils F et F’ subit des variations. Ces variations sont celles qui, 
appliquées de l'extérieur aux fils F et F’, produiraient dans l'appareil 
des déplacements du mercure inverses de ceux qui leur ont donné 
naissance. 

Un système formé exclusivement de liquides conducteurs, condui- 
sant l'électricité sans électrolyse, peut-il présenter dans des circon- 
stances analogues à celles que nous venons de préciser des phéno- 
mènes semblables à ceux que nous venons de décrire? 

Quelque inégal que soit le degré de compression des différents points 
du système, si ce système est formé exclusivement de corps condui- 
sant l'électricité sans électrolyse, si de plus l'équilibre électrique est 
établi sur tous ces corps, la quantité (V + @) doit avoir la même 
valeur en tous les points du système. ays’ 

Prenons un point P à l’intérieur du fil de tire F en dehors de 
l'appareil décrit précédemment; prenons de même un point P’ à l’in- 
térieur du fil de platine F’ en dehors de l’appareil. Les deux points P 
et P’ sont à l’intérieur de la même substance, portée à la même tem- 
pérature, soumise à la même pression qui est la pression extérieure. 
© aura la même valeur en ces deux points. Il en sera de même de V, 
quelle que soit la position de la surface de séparation entre les deux 
liquides dans le tube capillaire et quelle que soit la pression exercée 
sur le liquide supérieur. Par conséquent, aucune théorie ne peut 
rendre compte des phénomènes capillaires si, dans cette théorie, on 
regarde les conducteurs comme non électrolysables et si l’on suppose 
l'équilibre électrique établi sur ces conducteurs. Nous devons néces- 
sairement renoncer à toute théorie qui, comme la théorie proposée par 
M. Moutier, se trouverait dans ces conditions. 


we ». . 
§ II. — Distribution de l'électricité sur des conducteurs 
traversés par des courants permanents. 


2. Si les conducteurs non électrolysables ne peuvent, dans l’état 
d'équilibre électrique, présenter des phénomènes analogues à ceux 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Juin 1889. 25 
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dont un électromètre capillaire est le sit -étre peuvent-ils ma- 
nifester de semblables phénomènes lorsqu'ils sont traversés par des 
courants permanents. Mais les calculs effectués précédemment pour 
découvrir les conditions d'équilibre de fluides conducteurs lorsque 
l'électricité est en équilibre sur ces fluides ne s'appliquent plus au 
cas où les conducteurs étudiés sont traversés par des courants perma- 
nents. Nous sommes donc amenés à reprendre une étude analogue à 
celle que nous avons faite dans les C es précédents pour le cas 
où l’équilibre électrique est établr. 

Nous avons commencé l'étude des systèmes sur lesquels l’élec- 
tricité est en équilibre en déterminant les lois suivant lesquelles 
l'électricité se distribue sur ces systèmes. Cette étude a fait l’objet du 
Chapitre I de la première Partie. Nous allons déterminer de même la 
distribution de l'électricité sur un sy de conducteurs traversés 
par des courants uniformes. | 

Soient, à l’inst O, ©, ® les composantes du flux électrique en 
un point (æ,y,z) du système. Traçons à l’intérieur du système une 
surface fermée. Soit ds un élément de cette surface fermée. Soit N; la 
normale à la surface, en un point de l'élément do, cette normale 
étant dirigée vers l’intérieur de la surface. Soient (N;,, x), (N,v), 
(N;,z) les angles que cette normale forme avec les directions posi- 
lives des axes de coordonnées. La quantité d’électricité qui entre 
dans la surface pendant le temps dé au travers de l’élément do a pour 


valeur . 
. [OÙ cos(N;, æ) + Ÿ cos(Ni, y) + W cos(N;, z)] do dt. 

Si les courants qui traversent le système sont uniformes, la quan- 
tité d'électricité qui entre pendant le temps dt dans une surface 
fermée doit être égale à celle qui en sort pendant le même temps. On 
doit donc avoir, pour toute surface fermée, . 


: 
Ne Er 
N [© cos(N;, x) + © cos(N;, y) + ® cos(N,, 3)] de =o. 


Supposons que la surface fermée à laquelle s'étend l'intégration qui 
figure dans cette égalité soit tout entière située à l’intérieur d’un do- 
maine dans lequel ©, Ÿ, © sont des fonctions continues et admettent 


4 

| 
- 
; 


=~ 
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des dérivées partielles du premier ordre. Nous aurons alors 


S [© cos(N;, æ) + cos(Nj, y) + ® cos(N;,, 3)] do 


ec 20 09 dW 
= Fee + Ge) dr dy as, 


l'intégrale triple s’étendant au volume entier compris à l’intérieur de 
la surface fermée. On a donc, pour ce volume entier, 


LL +) ua 


et, comme la forme de la surface ve limite ce volume est arbitraire, 
on voit que l’on a, en tout point où ©, ©, © et leurs dérivées par- 
tielles du premier ordre sont continues, 


(1) DUR 90 OW 
dx Oy Os 


0 


Cette équation de continuité, bien connue d’ailleurs, sera d’un con- 
tinuel usage dans ce qui va suivre. 

Des courants uniformes et permanents traversant un système de 
conducteurs immobiles, cherchons quel est le travail non compensé d& 
produit dans le système pendant le temps dé. 

Les conducteurs étant immobiles, les forces extérieures qui peuvent 
solliciter le systeme n’effectuent aucun travail. Le travail non com- 
pensé dé a done pour valeur 


ds—— 7; [Br TX) +W+ D4 | ae 


les diverses lettres qui figurent dans cette égalité ayant la méme si- 
gnification que dans l'égalité (4) (I'* Parties Chap. II). 

Pendant le temps dé, le terme E(Y ~1) n’éprouve aucune va- 
riation, puisque les conducteurs, qui ne sont pas électrolysables, 
n’éprouvent aucun changement d'état. 

Si l’on désigne par V la valeur de la fonction potentielle au point 
(x, y, z), il est facile de voir que lon aura 


(2) AT EO Ne a) vee | dx dy ds. 
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Le principe fondamental sur lequel repose l'étude de l’électricité 
galvanique s’énonce de la manière suivante (*) : 


Le travail non compensé produit pendant l'unité de temps dans un seg- 
ment de conducteur traversé par un courant d ‘intensité I, au sein d’un 
système formé de corps immobiles, traversés par des courants fermés, unt- 
formes, constants, invariables de forme et de position, est égalau produit 
de la résistance R du conducteur par le carré de l'intensité du courant. 


Si l’on désigne par K la résistance spécifique du conducteur au 
point (x,y,z), l'extension de ce principe au cas qui nous occupe 
nous donne l'égalité 


(3) aë = dt ff K(0?+ Ÿ?+ @?) dx dy dz. 


L'égalité que l’on obtient en comparant les deux égalités (2) et (3) 
est certainement vérifiée si l’on pose 


O =~ Z < EV+ 6), 
Ô 
(4) Ch nar et eV+ 0), 


1 O 


Ces égalités (4) sont les équations du mouvement de l'électricité. 
Elles redonnent comme condition d'équilibre 


eV +O— const. 


c'est-à-dire l'égalité dont nous avons fait jusqu'ici un constant usage. 

Les égalités (4) supposent que la fonction (eV +) soit finie et 
uniforme en tous les points de l’espace occupé par les conducteurs, 
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Au contraire, la 
résistance K peut être discontinue le long des surfaces qui séparent 


(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications, WI Partie, Chap. I, § IL. — 
Applications de la Thermodynamique aux phénomènes thermo-électriques et pyro-élec- 
triques. \'° Partie : Phénomènes form éloetrée uaa (Annales scientifiques de l’École 
Normale supérieure, 3° série, t. IL). 
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deux conducteurs de nature différente. Les quantités ©, w, © peuvent 
être aussi discontinues le long de ces mêmes surfaces. Admettons 
qu’à l’intérieur de chacun des conducteurs les quantités K, ©, ©, w 
soient continues et admettent en chaque point les dérivées premières 
finies. Nous aurons, en tout point pris à l’intérieur d’un conducteur, 


DORE 

cy antes hae Fa es e)|. 
OMe a 204 LEO 
ogee ances 
Ow 0 ag 


L’égalité (1) devient donc 


OK DEN O2 OK d(¢V+0) OK d(eV+ 9) 
AV 0— | — ———_ aL | 
hs Ac dx dy dy ME Oz | ‘ 


Or, si l’on désigne par ¢ la densité électrique au point (x, y, z), on a 


I 


Pr D. 


On a donc, en tout point pris à l’intérieur d’un conducteur traversé 
par des courants uniformes et constants, 


pe I OK d(eV+9) | OK d(ceV+9) | OK O(eV+9)] 
©) ae eed er do. jdy @ oy... 0s, 0: | 


Or, dans l’état d’équilibre, on a [I"* Partie, Chap. I, égalité (g)| 


[ 
parce 


Ainsi, dans un conducteur non homogène traversé par un courant unt- 
forme et constant, la densité électrique en chaque point n'a pas la valeur 
gu elle a au méme point, dans le même conducteur, lorsque l’équihbre est 
établi. C’est seulement dans le cas particulier du conducteur homogène 
que, conformément à un théorème connu dû à G. Kirchhoff, ces 
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deux densités deviennent é 


tre elles et égales à zéro; car on a 
alors | ; 


AO — 0, 
ik, hag ee 
Dre Oe es yes 


Les raisonnements précédents ne s’appliquent plus à un point M 
situé sur une surface 0,, séparant deux conducteurs p et g de nature 
différente; car, au point M, les quantités K, ©, ©, ® peuvent être dis- 
continues. 

Comme nous I’avons fait si souvent dans des circonstances analo- 
gues, menons deux surfaces paralléles a la surface 9,,, infiniment voi- 
sines de la surface 0, : l'une, 0!,,, à l’intérieur du fluide p; l’autre, 9,,, 
à l’intérieur du fluide g. Par le point M, menons une normale à la sur- 


Fig. 2. 


bo 
Ww 


‘ 4 Û n Ü’ / < u 7 
oe Dogs Elle rencontre la surface 0, en M’ et la surface 0°, en M" fig. 
Soient , 


K, la résistance spécifique du conducteur p au point M'; 
K, la résistance spécifique du conducteur g au point M’; 


For?) a / US 5 
UNE la valeur au point M' de la dérivée de la fonction (eV + 0) 


suivant la direction MM’; 


J(EV +0 : . 
ES sur la valeur au point M’ de la dérivée de la même fonction sui- 


q 
vant MM’. 


Autour du point M, sur la surface 0,,, prenons un élément mn d’aire 


CR 


tn 


a. ek 
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di,,. Par tous les points du contour de ce cement, menons les lignes 
de flux tant à l'intérieur du corps p qu’à l'intérieur du corps q. Ces 
lignes découpent sur la surface 0,, un élément m’n’, infiniment voisin 
da point M’, dont l'aire diffère infiniment peu de d0,,, et sur la surface 
0, un élément m’n’, infiniment voisin du point M’, dont l’aire diffère 
également tres peu de d 

Exa 
figure 
Ws: pendant le 


~ 


py" 

ons la surface fermée ayant pour profil sur le plan de la 
m'n d La quantité d'électricité qui entre dans cette sur- 

emps dé par l'élément m'n’ a pour valeur 


1 O(EeV+0O) 
Ke os ce d0 pa dt. 


La quantité d'électricité qui entre dans la même surface pendant le 
même temps par l'élément m’n’ a pour valeur 


1 d(¢V+ 60) 


K, ON, AB nq dt. 


Les parties latérales de cette surface ne sont pas traversées par l’élec- 
tricité. 

Si donc on exprime que cette surface fermée reçoit pendant l’unité 
de temps autant d'électricité qu’elle en laisse échapper, on obtient l’é- 
galité 

1 d(EV+O) 1 O(EV+0) 
(6 Sn ae 

K, > oN, Roane 

Si l’on désigne par p la densité superficielle en M de l'électricité ac- 
cumulée sur la surface 0,,, on aura 


ET dl & 48 sn.) 
P= An \ON,  ONy 
D'ailleurs, © étant continu dans tout l’espace, ainsi que ses dérivées 
partielles, ona 


20 , 2 _, 
NON Tr d 
L'égalité (6) devient donc 
dE RS OC EEE ies 
ro Nee akon, c.eNe Uke Ky)” 
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et l’on a 

: d(eV+ 94) E-K) 
(7) A : re ON, K, Ky 


Cette densité 9 peut encore s’exprimer d’une autre manière. Ee 

D'après l’égalité (6), les deux quantités K; ae et — K, | 
ont la même valeur; si l’on désigne par ¢,, cette valeur, il ” de | 
voir que i,,d0,, dt représentera la quantité d’électricité qui e pen- 
dant le temps dt du corps p au corps g au travers de l'élément Gate | 
i,, sera donc le flux électrique normal à la surface 0,, au point M. L’é- | 
galité (7) pourra alors s’écrire | 


(8) : P= Taz (Ko Kp) ipa | 
La surface qui sépare deux conducteurs traversés par des courants uni- 

formes porte une couche électrique. La densité de cette couche électrique 

est, en chaque point, proportionnelle au flux électrique normal en ce point 

et à la différence des résistances spécifiques des deux conducteurs au voi- 

sinage immédiat de ce point. 


Ainsi, lorsque des conducteurs, homogènes jusqu’au voisinage des 
surfaces qui les séparent les uns des autres, sont traversés par des 
courants uniformes et constants, il n’existe pas d'électricité en un 
point quelconque pris à l’intérieur de l’un de ces conducteurs à une 
distance supérieure à (À + py.) des surfaces qui le limitent. C’est seule- 
ment sur les surfaces qui séparent ces conducteurs les uns des autres 
et aux divers points dont la distance à ces surfaces est inférieure à 
(A + y) que l'électricité se trouve accumulée. 

En un point situé à l’intérieur du corps p, à une distance /, inférieure 
à (A+), du corps g, l'électricité a pour densité, d’après la formule (5), 


J 


Ping 7eme (p, q, £) 
i I OK(p,q,l) 9 | 
Ane K(p,q, 0) ee ue 0 CP @).2)) 
a OK (p,q, l) 9 
D, 7s : 
“ue dy dy [eV+ O(p, q, 1)] i Pe 
i OK(p,q,l) a . 
| Mae Se cr ag V0 (p:7, Ce 
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ee alleles à la surface 0,, et situées à une dis- 
tance (A + uw) de cette surface; l’une, 0,» est à l’intérieur du corps p; 
l’autre, 0,» est à l’intérieur du corps g. Sur la surface 4,,, prenons un 
élément MN (fg. 3) d’aire d0,,. Par tous les points de contour de cet 


, . Fig. 3A LA * 


élément, menons des normalesa la surface 0,7. Ces normales détachent 
sur la surface 0°, un élément M’N’ et sur lasurface 0’,, un élément M’N’. 
Cherchons la quantité d’électricité que renferme la surface fermée ayant 
pour profil sur le plan de la figure M’N’N’M’, en négligeant dans ce 
calcul le rapport de (A + uv.) aux rayons de courbure de la surface 9,,. 

D’après l'égalité (9), la quantité d’électricité qui se trouve à l'inté- 
rieur de la surface MNN’M’ a pour valeur 


(A+ p) 
dog e(p,q,t) dl 
0 
die ot") 
= re f AO(p,q,l) dl 
0 
A dong (À +) I ( 0K (p,q, 2) 0 y 7 
od Kips — = —[eV+ O(p,9,! 
Ane o's? K(p,q,¢) | dx Sal (P»9 )] 
OK(piqgil) à [eV+ O(p,q, 4)] 
Losi ed PT 
Oy eer 
+ PI À [eV + 6(p, 950 dl. 


D'après les égalités (4), si l’on désigne par &(p, 7, ¢) le flux suivant 
la normale à la surface 0,, en un point intérieur a la surface MNM’N’, 
ce point étant à une distance / de ,,, cette égalité peut s’écrire 


PEU bane OK(p,q,0) 
dé pq Pptp, 1) d= TE LA (7,90) ip.) EE dl. 
0 0 E 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Juin 1889. 26 
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Le flux i(p, g, 2) est compté comme positif lorsqu’il est dirigé du corps p 
vers le corps g. shit: ‘4 
De même, la surface MNN’M’ renferme à son intérieur une quantité 
d'électricité 
LS a pepe dK (q, Pp, !) 
AI nq | 0(q; Ps lee [seme D— (gp REP at. 
Enfin, d'après l'égalité (8) et.en faisant usage des notations em- 
ployées dans les dernières égalités, sur l’élément MN est distribuée une 
quantité d'électricité 


7 — [K(q,p, 0) — K(p, g, 0)] t(p, g, 0). 
QTE 


La quantité d’électricité que nous youlons calculer a done pour 
valeur 
Q = Los 


(A+p) | 
Tu) [TN OCP, gol) + AO(q py Mal 
0 


(A+) 
res OK(p, gq, l : 
— [ Gps q D Pr at — i( p, gs 0) Kp, qs 0) 
0 


(A+) 
Pi 0K(q,p,l x 
= f U(q; P; 1) SAD Po) dt — (gs p, 0) K(qs Pr v)}. 
0 


La quantité 
AD nq +E) 
Ane 


[AO(p, 7, /) + AO (qup, !)| dl 


représente la quantité d’électricité que renfermerait la surface fermée 
M'N'N'M”, si l'équilibre électrique était établi sur les conducteurs 
considérés. Nous avons vu au Chapitre I de la [°° Partie que cette quan- 
tité est égale à o. 

Une intégration par parties nous donne 


(A+B) ; 
: IK (p,q, l : 
if UP, PET dt + i( p,q, 0) K(P, 4,0) 
0 


== i ( À K À Oa CRAG 2 ERS) 
=t(p,g,h4+p)K(p,9g,A+p) — K(p, 91) — dl. 
0 


Mais il est facile de voir que la dernière intégrale est de l’ordré de 
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(A + 14) et peut, par suite, être négligée. On a donc 


(A+ 
: OK(p, q, l : 
[ion EBL a+ 7, 4,0)K(p, 40) 
0 


=t(p,q,4+p)K(p, 9, 4+ p) 
et, de méme, 


ENT dis lay, 0) K(q, P, 0) 
‘= (GP A+B) KG Dp, A+B) 
On a donc, en remarquant que 
UP» G A+B) + tq, py A+B) 
est une quantité négligeable de l’ordre de À +, 


do . : 
(10) Oa le [K(q, p, SS) Kd, A+ 2)] lpg: 


I] est intéressant de comparer les résultats que nous venons d’obte- 
nir à ceux que nous avons obtenus au Chapitre I de la I* Partie en étu- 
diant les conducteurs sur lesquels l’équilibre est établi. 

Lorsque l’équilibre électrique est établi sur le système qui renferme 
les conducteurs p et g, la densité électrique en un point de la sur- 
face 0,, a pour valeur (voir t. V, p. 113) 


. Pp —0,;, 


et la quantité Q délectricité que renferme le volume M’N’N’M’ (fig. 3) 
a pour valeur (voir t. V, p. 114) 


Q=0; 


Lorsque le même système est traversé! par des courants uniformes, 
on a, en vertu de légalité (8), ' 


= a [K(q, p, 0) — K(p, q, 0)] tpg 


et, en vertu de ie, ¢€ Ps 
+ be 
7 0. = PEL TK À +) —K(p, 9, 4+ 2)] og. 


Ate 
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L’analogie des expressions obtenues pour p et Q dans le premier cas 
se retrouve dans le second. : 


§ III. — Forme d'équilibre de fluides traversés par des courants 
permanents. : 


Après avoir étudié la distribution de l'électricité sur un système de 
conducteurs homogènes parcourus par des courants uniformes, nous 
allons nous occuper du problème suivant : 

Des fluides conducteurs, conduisant l’électricité sans électrolyse, 
1, 2, 3,..., n, sont en contact les uns avec les autres, avec l’isolant 
parfait o qui limite le système et avec des électrodes solides n + 1, 
n+ 2,...,n' quiamènent des courants uniformes et constants et qui les 
emmènent, Cherchons à quelle condition la forme des divers fluides 
1,2, 3, ..., nm est une forme stable. 

Il est facile de voir que cette condition sera obtenue, si l’on imagine 
toutes les charges électriques que porte le systeme fixées dans la po- 
sition qu’elles occupent à un instant déterminé, et si l’on exprime que 
le travail non compensé produit dans une déformation virtuelle quel- 
conque du système est égal à o, en supposant tous les courants inter- 
rompus pendant la durée de cette modification virtuelle. 

Imaginons, en effet, une semblable modification virtuelle, et soit 
oe le travail non compensé défini comme nous venons de le faire. 
Supposons que l’on ait imposé au système cette modification. Pour 
que l’état du système soit un état stable, il faut que le système puisse 
revenir à sa position primitive. Cherchons quel travail non compensé 
il effectuera dans ce retour. 

Ce retour dure un temps. de. Si l’on désigne par R la résistance d’un 
élément de courant dussystème, et par J l'intensité du courant qui 
traverse cet élément, il est aisé de voir que le travail non compensé 
effectué dans ce retour a pour valeur . 


— dé +> RJ? dt, 


le signe > s'étendant a tous les élén > courant du système. Par 
conséquent, pour que le retour en question soit possible, il faut que 
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l’on ait | 
+ d& +> RJ? di>o. 

Mais on peut supposer aussi que l’on ait donné tout d’abord au sys- 
tème une modification virtuelle inverse de la précédente. Le système 
doit pouvoir encore revenir à son état primitif; on doit donc avoir 
aussi 

| — d& +» RFdt > 0. 


Les deux inégalités que nous venons d'écrire sont certainement véri- 
fiées si l’on a 
dé — o. 


Si donc cette dernière égalité est vérifiée, on voit que la forme des 
divers fluides qui composent le système est certainement stable. 

Nous donnons donc aux divers fluides des dilatations et des défor- 
mations infiniment petites en maintenant constantes la densité et la 
forme des solides, les lignes de raccordement des surfaces de sépara- 
tion des solides avec les liquides, des liquides entre eux et des liquides 
avec l’isolant qui entoure le système. Nous écrivons que le travail non 
compensé produit est égal à 0. Nous obtenons alors légalité suivante, 
semblable à l’égalité (6) du Chapitre II de la F* Partie (t. V, p. 126) : 


Dre 


| 
| os a» EM,(Y;— T,) 
{ 


l= 


1=n 
(11) +0 DEUX (A4 + Ag) 91 
q 


LE 


+W+0Y 00. 


Dans cette égalité, le symbole 2, indique une sommation étendue 


à toutes les combinaisons des indices 1, 2, ..., n, ..., 2’, deux à deux. 
Le premier membre, à%, de cette égalité a la valeur même qui a été 
calculée au Chapitre II de la I'® Partie, valeur donnée par les éga- 


206 EM. 
lités (32) et (34) (t. V, p. 138 et 139) | 
= | 
i =-S [Ge +2n,), no +>, S22 ON, dopg— Yo D NE dôpr |; 
(12) p=1 


(g—1,3,..:,P—1, Pp +1, «+», 7) 
(72 0,1,2, o 053 P —ly P Fer 
la quantité v, étant définie par l’égalité (33) du Chapitre IT de la : 
le Partie (t. Vs p. 139). , 
Le premier terme du second membre se partage en une somme de 
deux termes analogues : 


LE LT 


D> FD DS E(Y, = TS;) +3» E(Y;— T2,). 


1=1 p=1 l=n+1 


Le premier terme est déterminé par l'égalité (8) du Chapitre II 
de la I'¢ Partie (t. V, p. 127). Quant au second terme, si l’on suppose 
les solides absolument invariables, il est égal à 0. On a done 


4 |" Deer ES [ (e198), Save, 


(TES OT, 25.2 4, Peels PI; BTE 
La quantité : 
‘=n’ 3 - 
‘| Da. CP +2, (Aut Au) | , 
et 


qui forme le deuxième terme du second membre de l'égalité (1 1), est 
la somme de trois termes analogues. Ces trois termes sont : 
En premier lieu, le terme 


p= n 
1 > À po 0 po cs AT + Agp) | 


p=1 


le signe Ÿ indiquant une sommation qui s’étend à toutes les combi- | 
PY 


naisons des indices 1, 2,..., 2, deux à deux; 
En second lieu, le terme 


8D) (Ang Ag) Gp 


PI 
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le signe Ÿ indiquant une sommation qui s’étend à toutes les combi- 
pq 
naisons des indices n+1,..., n’, deux à deux ; 


En troisième lieu, le terme EL 
p=n" q=n 
Ô > E Ino D (Ang + Agp) | : 
4 p=n+1 q=1 
La nature et la forme des divers corps solides que renferme le systeme 


étant invariables, le deuxième terme est égal à zéro; les lignes suivant 
lesquelles les surfaces de séparation des divers fluides se raccordent 
avec les surfaces limites des solides demeurant invariables, le troisieme 
terme se réduit a 


Apa ONqp aN 
» DE Mp (Se + Oop Oo dons Ne] 


Quant à la valeur du premier terme, elle est donnée par une égalité 
analogue à l'égalité (13) du Chapitre I de la I'* Partie (t. V, p. 129). 
On a donc 


Cn! 
Ô > A 70 Ii +2, (Au + Aq) | 


p= 


p= 


| | (14) DIN + gr) +4. ON Apo 
p=t 
I I 
— —— D 0) , ad Uy ON» donq 
INC ae ge) + ve | N, a n+ St Np a 7 


(= Le, yg P — 1, Pen), (q’=n+I1,n+2,...,n'). 


Dans cette égalité (14), Ÿ, est défini par une égalité analogue a l’éga- 
lité (12) du Chapitre II de la F° Partie (t. V, p. 129), 


OA, (Apr+ Arp) 
(5) be= Fr Le OA po +>) 8,2 an >| 


. / 
Cpa me Be at aa Ne 


uv. hé ttn ins à das né SSL EE SR 447 


» ° à 
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Considérons en premier lieu la quantité ¢W. 

Cette quantité est ég u signe près, au travail pondéromoteur 
effectué, durant la mo considérée, par les forces définies par 
la loi de Coulomb. Ces s sont de deux sortes : les unes agissent 
sur les divers éléments des surfaces électrisées, les autres sur 1 di- 
vers éléments de volume des conducteurs. ; 

Lorsqu’en un point d’une surface l'électricité a une densité superfi- 
cielle g, l’action exercée en ce point, en vertu des lois de Co b, est 
une action normale, dirigée vers l’extérieur du conducteur électrisé et 
ayant pour valeur 279. La partie de SW qui provient des parties élec- 
trisées a done pour valeurs 


pHrnr 
a0 Sy 2 rep? ON, dû ,9 + 22207 ôN, di : 
(38 p PRES >? i P ) 


Mais, aux divers points de la surface 0,4, on a # 


p —= Ayo i À po» 


d’après l'égalité (17) du Chapitre II de la I'* Partie (t. V, p. 132). 
Aux divers points de la surface 4,,, on a, d’après I’ égalité (8) du pré- 
sent Chapitre, 


I Ps . 
R= pe LE (2: Pr 0) — K(p, 9, tpg 


On a donc, pour expression de la partie considérée à, W de éW, 


p=n 
à W=— ar Ÿ N (do + Ago)? ON B90 
(16) p=t 


I = ; * 3 
Re Breau, Ko P; a) K(p, VE o)]* Né ON p dO pq. 


Passons aux termes à, W de OW qui proviennent du travail effectué 
dans le transport des divers éléments de volume électrisés. 

La densité en un point pris à l'intérieur de l’un des conducteurs du 
eme a pour valeur [ égalité (5 )| 


¥ à 
- 


"| ie Lin) OK O(V+0) | OK d(ceV+O)] 
p ne AnKe | dx Ox © Oy dy 2 Aen De. a 


éd à 


L 
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ce qui peut encore s’écrire, en vertu des égalités (4), 


I 1 (0K OK OK 
= — te CN — 
P ir an Tale + oy ai Os w). 
7 
La force qui s’exerce en ce point, en vertu des lois de NOLS a pour 


composantes 
ae OV OV 
PNEUS 


) Y =a — Loa 


Ox oy Oz 


ou bien, en vertu des égalités (4), 


X — con 4 
y= FU 00 


oy 


00 4 
, . Mr 
Le 


Gi == 0b, dy =v dt, eee ie 


Soient 


les composantes du déplacement du point (a, y,z). La quantité à cal- 
culer, à, W, sera la somme d’autant de termes que le système renferme 
de fluides. Chacun de ces termes sera de la forme suivante : 


00 00 00 
= ff A0(Tu Tope pt Sow) de dy de, 


ff KAO(Ou+ V9 + Ow)dz dy dz, 5 
Ar 
0 
- fff 0+ Fo) (Se + e+ Sew) de dy ds 
— —— Sas Py P) (Ou + 90+ We) de dy de. 
TR 


Le premier de ces quatre termes a été calculé au Chapitre IT de la 
Ie Partie. Sa valeur est, d’après l'équation (16) [t. V, p. 132], 


> LT 
NE ON p dO po > S B pq ON d0 pq 


(q—=1,2,.., P—I,P+HI,..., MR... n'). 


Il reste à calculer les trois autres termes. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Juirrer 1889. 
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Pour tout point pris à l’intérieur du conducteur p, à une distance 
supérieure à À + y. des surfaces qui le limitent, on a 


AG =o, 


Pm A. 
Dr de Gyser dE à 


Les points en question ne fournisignt donc rien aux termes que nous 
calculons. . 

Envisageons maintenantla partie du corps p formée par tous les points 

de ce corps dont la distance à l’une des surfaces 0,,(g =n +1,...,n"), 
qui séparent ce corps des solides environnants, est inférieure à À + 1. 
Pour tous les points de la surface 0,,, on a 
. 0, v= 0; D == 0: 
[A | 
Par conséquent, pour tous les points de la région considérée, w, v et w 
sont des quantités négligeables de l’ordre de À + 1. La région consi- 
dérée ne fournit donc rien aux termes que nous avons à calculer. 

Envisageons en troisième lieu la partie du corps p formée par tous 
les points dont la distance à la surface 0,, est inférieure à À + w.. 

En tous les points de la surface 9,,, on a 


== 0, Y) =o, 0 


Par conséquent, en tous les points de la région considérée, ©, ©, w 
sont des quantités négligeables de l'ordre de À + 1. La région consi- 
dérée ne fournit donc rien aux termes que nous calculons. 

On a done seulement à considérer les régions dont tous les points 
sont à une distance inférieure à A + uv de l’une des surfaces 


0pq(4 =1,2,...,P—1,P+l,...,2) 


qui séparent le fluide p des fluides environnants. 

Soit ¢, la valeur en un point M de la surface 0, du flux normal à 
cette surface. En un point M’ dont la distance au point M est inférieure 
à À +, le flux dirigé suivant la normale à la surface 0, ne diffère de 
s LT A 
tpg que d'une quantité négligeable de l’ordre de À + w. Le déplacement 
du point M’ diffère aussi infiniment peu du déplacement du point M. 


| 
| 


ww. 
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On a M au point M’, 


(Ou + 9+ Ow) d= ig oe 


OK ok. oK 08, 00. ete ; OK 00 
—0+—04 “@ 

(oe dy * Oe (3s Say Sw) Be Da ON, ON, ON” 
aK oK oK OK 
= À) = ey) æ — =< 

(= ee oy © + ae w) (OZ Ve 4-9 Mw) dt 2, pa an, OND: 


Si donc on pose 


wp 
I 
A= pe | K(p, q, 1) AO(p, q, D dl, 


4 qe ca oR(r, gle 8 (p, 0 4 
- el ol ol 
(17) : 
= iy rats K(p, GAY Oey) l) 
Era = Ane J, K(p,9, 0 © nan 
=— 5 {IK(p,9,4+p)P —[K(p,9,0)P |, 
on aura 
( p=n 
Law=S Bow NON 9 pu 
(18) | p=1 


+ ENT (Apa Bra) tng Np A pq + Cp N tq Np | 
q 
(GST ye ig PF ls Pls vag I): 
En vertu des égalités (16) et (18), on a l’égalité suivante : 


jee, 
| w=) N (Bp0 — Ypo + Spo A + 27e A*) ON, a>, DA S Bpq ON » A pq 
P 1 


+) [(Apg + Bpq) S tpg ON p AI pq + Dog ù thq ONp A pq | 
q 


(f =1,2,.--;P—1. p + We, 2); 


(19) 


égalité dans laquelle ona 


[K(q, p,0) —K (p,q, 0)? 


/ 
| Dog Cpg + Dine 


(20) « 
= [K(q, p, 0) —2K (4, p, 0) K(p, 9,0) —[K(p, 7,4 +p) ]?}. 
TE 


t 


apiti 
somme d'autant aa termes ae la nee 
(ES 


LATE LIT ed dy de 7 - = 
ji v 
qu'il y a de corps dans le système, et d'autant de termes de la forme 
. : a , 
G 20 AB pa è 
& 
qu HS ya dans le système de surfaces limites. 
En un point pris à l’intérieur de l’un des corps qui composent ts 
système, la densité électrique p SR la valeur qu’elle aurait FEES 


re tat d’équilibre de 

"prete | 

En un point de l’une des surfaces 0,,, @ a la valeur 
p = dpo+ Apo 


qui s’exprime de la même manière que dans l’état d’équilibre. 
En un point de l’une des surfaces 


Ae TR Des SPT PUR EL. We 


Ps qui serait égal à o dans l'état d'équilibre, a pour valeur 


p == Tes [K(g,p, 0) se K(p, VE 0) 1 fee 


wer... _ La quantité à YQ se compose done : 
af 1° Du terme 


his a 

4 pn . * 
ay : Su San, don +> 2,5 2. 
> | . (9=1,2,...,p—1,...,n), 


LE qui, at l'égalité (30) du Chapitre II de la P' Partie (t. V, p.137), 
représente l'expression complète de + dans le cas de l'équilibre; 


= ee ee % ; : 4 
\ 


\ 
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2° D'une somme d’autant de termes de la forme 


FOR NI CR 
mL 6 (0 + + Hos Ke) ax dy 


qu il y a de corps dans le système; 
3° D’une somme d’autant de termes de la forme 


ine oN [K(9,p, 0) —K(p, q, 0)]i4 9 O(p, 9, 0) dg» 


qu'il y a de surfaces de séparation entre les divers conducteurs du 
systeme. 

Considérons en premier lieu la région du corps p dont tous les 
points sont à une distance supérieure à À +1 des surfaces qui li- 
mitent le corps p. Dans cette région, le corps p est homogène. On a 


donc 
METEO 


—=0 
Ox ‘ 


OK OK 
a) = LS 
[fe (se ie eas V+ — SE ®) de dyd 


étendue à cette région s’évanouit. 

L'élément de cette intégrale n’est différent de o que lorsque le vo- 
lume dx dy dz est à une distance de l’une des surfaces 0,, inférieure 
à À+u. 

Aux divers points de l’une des surfaces 0,, on a 


et l'intégrale 


Wao. 0; DE 


Par conséquent, pour tous les points situés à une distance de la 
surface 0,, inférieure à À + y, ©, ®, © sont des quantités négligeables 
de l’ordre de À + ; l'intégrale précédente, étendue aux régions voi- 
sines des surfaces 9,,, est donc évanouissante. 

Envisageons un point situé au voisinage de l’une des surfaces 
O.9(9 =1,2,---..P—I,P+l1,--.,m) qui séparent deux fluides du 
système. En ce point, dont la distance à la surface 0,, est égale à /, on 


… | ' vi), 
a “ LS { 


‘A Re négligeant des os. 
A 


oe 9p Lb) boy 


Sige 


Si done on pose | . | re 


ee o) ner ob Na 


Bi UE 05» 


(a) 


et 


(22) 


. Cpq= —_— 


TE 
I 
~~ Are 


05» 


1 [220 q, 1) RP q GED yy, 


Lee q, 0) Pr LE Oy 


Spq= 


064 


tpg dOpqs , 


a : L) 
es. l'intégrale ae Be 
; Ze ae és dy ds, 
olf s0(S0+ 50+ 5 @) de ly 
_ +. 


* 


D ï 4 LS > LA 
étendue à la région du corps p dont tous les points sont à une distance 


inférieure à À + y. de la surface oad = =0,1,2,. 


ne FE) 


i Bi 5P—I,pHt,.. 
+4 aura pour valeur 
É | Ea ES Up je À X Se don | fe 
LC: (ro Ted per ea D 
(Se 0,8, 2504 4, QM 1, UT PS J 


On verrait de même qu’en conservant à ¢,, et à J,, la signification 


caf f Po 
Ate 
étendue à la région du fluide p dont tous les points sont à une dis- 


tance inférieure à A+ yp de la surface 0,,(g=n+i1,nr+2,.. 
qui sépare le fluide p de Pun des solides g du système, a pour valeur 


OK 


0+ ® 
oy 


OK 
Oz 


) dx dy dz, 


. qui leur est donnée par les égalités (21) et (22), l’intégrale 


A0) 


nr... sb 
L Vs di: 1 
Hd Lee 
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Si donc on pose 


(23) É Cao ls 
P M, > Pq ip) Pq 
(TN, Denne ay Die Ly Pas 7.07) 
et 
| ER à 
(24) # Le €,= M, DR 
(q=n+1,n+2,...,n'), 


la somme I des intégrales 


eae @ OR Dar te) dx d dz 
4 TE SSL 0 É 2 oy ‘ Oz ) JY aS, 


étendue a tous les corps du systeme, aura pour valeur 


p=n 


(25) | Ley, | (e+ é)>S oN, 1 
p=! 


Ci =O; Dy ey Det, PL 0e D) 


Pour le calcul de la quantité 
I ° 
rae NIK (os 0) — K(P; q 0) ]tpq 9 O(p, 9, 0) dO pq 


nous distinguerons deux cas : dans le premier cas, l'indice g repré- 
sente une des quantités 1, 2,...,.p—1,p+1,...,n; la surface 0,, 
sépare deux fluides du système; dans le second cas, l’indice g repré- 
sente une des quantités n+1,nr +2,...,n'; la surface 6,, sépare un 
fluide d’un solide. 

Dans le premier cas, si nous posons 
| Son = pre UK (GP 0) — K (p; 9: 0)] ire, 
oy Pr 7°) 
054 


P I 00 
lé, ER Gp o)— K ps 9 0) 29 


2 


Fon . oe = : LS x 
et si nous conservons à J,, la signification donnée par l’égalité (22), 


la quantité 


Fag SEK ds Ps 0) — K (Ps 9 9)]ép à 8 (Ps 9, 0) déve 


À ON i ae 
EN r ree 


ns > 
aura pour valeur LU 


rm CREUSE net ee 


(Spay Fe pe RE re LT 
Dans le deuxième cas, si nous conservons à In leur | ate 


he 


tion donnée par les égalités (22) et (26), nous aur ci valeur de 


2 quantite & 


ENT = NIK P10) —K(p; 4; Ying 8 Op; 5 0) Opus 


: l'expression suivante: | 
pis NO AD yp 


(FROIDE EDEN, PF) 


Si donc nous posons 


*. = | 4 3 ie 
(GES Dy ends Pis Dhs) 

3 et 

Le (28). ; hi) pe at 50) 
+ P Ee ae Pa? pq 

on TER He Ma Siz" Dy ess), 

. TR | la somme I’ de toutes les quantités de la forme 

Re I - | 
| {ge NUK P:0) —K(p, 9 Ving d'O(p, 5 0) Ap g 

a | aura pour valeur 


=> 1 +8) av stn 


(r ap ae, iat 
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a Su 
aura, pour tout le systè 


2 pHn 


(30) 3Y 00 = Sup +.ep+ €,+ E,+5,+8,) D ON, dbp. 


p=i 


4 (FSO, 1, EE Pi Dr, 50, 


Si l’on rassemble maintenant tous les résultats contenus dans les 
égalités (12), (13), (14), (19) et (3o), Pégalité (11), qui exprime les 
conditions pour que la forme des fluides que renferme le systeme soit 
une forme d’équilibre, deviendra 


SIS 20-252 -1e) 


p=1 
I I 
= Ave ge ae ar + (bp + Xp— Vp) 


+ Boo Ypo t Op + Opp À + a Te A? 


HE, +E,+5,+8,|0N, dp, 


OY, —_ pOXp 
+> S| 20+ ie re) 
am: nr +9) + et te) 


| + Bpg — Ypqt Op 
+ (Ep + €, + Sp + ES) + (Apg + Bpg) pa + 2,5, | ON, dO pq | 


(31) ¢ 


(ORAN TE Di El PC D, Au) 


Les quantités ¢N,, ÔN, sont assujetties à cette seule condition que, 
en tout point de la surface 0,, qui sépare deux fluides, on ait 


ON + ON 0: 


Si l’on remarque, en outre, qu’en tout point de la même surface on 


a aussi, par définition, | 
R,-+ R7 = 0, 


PS alts =O) 


Ung + lgp — 9; 


on voit que l’égalité précédente exige que l'on ait : 
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1° En tout point de l’une des surfaces ig du Li 


ae: 02» 


+ ee © p + Jp.A+ Rae va Er, + £,+ §,=0. 


(32) 


2° En tout point de l’une des surfaces 0,, qui séparent deux fluides | 


Opti gidd,\ ie VOLS WSeEs | Ge a | 
puo-nos(u-ré) (reines) | 
+ (Yp— ve) + (Xp— Xq) — Op — Yq) + (Beg — Bap) — (Yea — Yar) + (Op — Sa) 


4 
| + (EE) + (€,— €) + (Fp— 44) + (4 — %) 
+ [Apgt+ Agqp) + (899 + Bap) | Upq + (Dog — Dap) tog = 2: 


(33) 


Ce sont deux égalités que nous allons discuter. 


§ IV. — Conséquences des conditions précédentes. 


L’égalité (32) peut se discuter, comme nous avons discuté l’éga- 
lité (39) du Chapitre IT de la I'* Partie (t. V, p. 141). La discussion de 
l'égalité (32) conduit aux mêmes résultats que la discussion de cette 
égalité (39) du Chapitre II de la I'° Partie, avec cette seule différence 
qu'aux pressions hydrostatique, capillaire, électrique, ete., données 
par les égalités (40), (43), (44), (45) du Chapitre cité, il faut joindre 
une nouvelle pression 


(34) P,=— (€,+ €,+ 5, + §,). 


Cette pression est une pression uniforme, qui s'exprime par une 
fonction linéaire et homogène des intensités des courants qui s’échap- | 
pent par les diverses surfaces limites du corps p, ainsi qu'on le recon- 
nait en se reportant aux expressions de €,, €,, £,, $,, données par 
les égalités (23), (24), (27) et (28). 

La discussion de l'égalité (33) conduit à des résultats beaucoup 
plus importants. Si l’on comprend sous le symbole C,, la quantité 


| Cog (Vp — Yq) + (Lo — Xa) — (Yp— Va) 
i + (Bpg— Bop) — (Y¥pq— Yap) + (op — gq) 
ocd | + (Ep €,) + (€,— €,) + ($,— $4) + (5, — $,) 


ro k 0 4 
e n EE Vv di pn 
‘ HE] OT (Me r34) |, 
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qui a la même valeur en tous les points de la surface 0, et si l’un 
pose, pour abréger, 


(36) nq = Ang + Agp + Bpg + Bap, 
(37) À pg = Fg Jap, 


cette égalité (33) pourra s’écrire 


I I 4 
(38) (Beat Age) (pe + ae) Q(D, Dg) + Cry + Spqtpg + Spqitg = 0. 


Au contraire, dans le cas où aucun courant ne traverse le système, 
equation qui doit être vérifiée par tous les points de la surface 6,, 
c’est l’équation 


I 


(3) (A pg + Agp) ea Slag ri +2(D,—D,)+€ —0; 
R, KR, pq 


dans laquelle la quantité C,, est définie par l’équation (2). 

De l’équation (3) on déduit les lois des phénomènes capillaires. La 
substitution, dans cette équation, d’une fonction parabolique du flux 
électrique normal en chaque point à la surface capillaire à une quan- 
lité qui a la même valeur en tous les points de cette surface changera 
évidemment les lois des phénomènes capillaires. Nous arrivons donc à 
la conséquence suivante : 


La constante capillaire (A,,+ A%), relative à la surface de sépara- 
tion 0,, de deux fluides p et q conduisant l'électricité sans électrolyse, dé- 
pend uniquement de la nature que ces deux fluides présentent loin des 
surfaces qui les limitent; elle est indépendante de leur grandeur, de leur 
forme, de leur état d’électrisation, des courants qui les traversent; mais les 
phénomènes capillaires présentés par la surface de contact, et en parti- 
culier la forme de cette surface, dépendent de l'intensité et du mode de 
distribution des courants qui traversent cette surface. 


Telle est la conséquence fondamentale des considérations exposées 
dans ce Chapitre. L'application de ces considérations à un cas particu- 
lier nous fera mieux saisir l’importance du résultat obtenu. 

Dans le cas particulier que nous allons examiner, nous aurons 
affaire seulement à deux liquides; nous donnerons à ces deux liquides 


| ia noms de mercure et d’eau acic ba bear wapiduls 


-gnant un fluide hypothétique conduisant l’électricité à la façon du 
mercure. Si cette notation a l’inconvénient de ne point correspondre 


= exactement à la réalité, elle aura du moins l'avantage de mieux faire — 


ressortir l’analogie entre les phénomènes que nous allons étudier et 
ie faits re par M. Lippmann. 


i ‘ Prenons l’expérience de l’électromètre capillaire, que nous avons 


brièvement décrite à la page 192, en introduisant simplement une 
légère modification qui, sans rien changer d’essentiel à l'appareil, 
nous facilitera la théorie. Cette modification, qui est du reste em- 
ployée par les constructeurs, est représentée par la fig. 3; elle consiste 
à munir le vase dans lequel plonge le tube capillaire d’une tubu- 


Los. ME et, par conséquent, ne correspond pas aux conditions osées : 44 
fluides étudiés dans ce Chapitre, fluides qui tous. doivent, ‘comme a 
mercure, conduire l’électricité sans électrolyse. Ce mot d’eau acidulée 
devra donc étre pris dans ce qui va suivre comme une notation dési- 


= 
‘3 -_ 
. = ae 


ee 


a 
PAL i 


i ts OS iatans 
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lure is communiquant seulement avec le mercure que renferme ce 

vase et non avec l’eau acidulée. 

Le fil F amène le courant dans le mercure que renferme le vase su- 
périeur; le fil F’ l'emmène du mercure du vase inférieur. 

Nous désignerons le milieu isolant qui entoure le système par l’in- 
dice o; le mercure supérieur par l’indice 1; l’eau acidulée par l’in- 
dice 2; le mercure inférieur par l'indice 3. La surface 0,, sera la sur- 

face libre AB du mercure dans le vase supérieur; la surface 9,, sera la 
surface libre CD de l’eau acidulée; la surface 0,, sera la surface de 
séparation E du mercure et de l’eau acidulée dans le tube capillaire; 
la surface 0,, sera la surface de séparation GH du mercure et de l’eau 
acidulée dans le vase inférieur; enfin la surface 9,, sera la surface 
libre KL du mercure dans la tubulure latérale. 

Nous supposerons que la seule force extérieure qui exerce son ac- 
tion sur le système soit la pesanteur; dans ce cas, on pourra prendre 
comme valeur de la fonction Q en un point de coordonnées (x, y, =) 


QE 


Q—£3, 


g désignant l'intensité de la pesanteur. 

Considérons un point M, de la surface 0,,. Soient P, la pression en 
ce point; A, la densité de l'électricité libre au même point. 

Si nous observons que cette surface est plane, nous aurons, en 
vertu de l'égalité (32), au point M,, 


/ Ox; r 2 
A a | | RES 3 
(39) | P,+ Digzno+E ee 1) +4+%1—% 
+ Bio— Pro 1 + Oyo Ai + aneAt + E,+ EL 4 Si + SE = 


En un point m de la surface 9,,, nous aurons, en vertu de l’éga- 
lite (53), 
| DER 15 RCE D." 
(Di = Ds) gsi Bh TE) — TE 2) | + Qu Awd (Te +i) 
(hy —2) + (X%1 —%2) — (iv) + (Be Ba) (V2 ya) + (G4 — Ws) 
+ (€,— €,) + (€, — €,) + (4,—4,) + (41— Ff) 
+ [io + Ayo) + (Bro + Bio) tre + (Dir Du} = 0. 


La surface 0,, est plane; elle est tres large par rapport à la sur- 


ti à 


>: 0) 
À 
ea | 


a | + (Ya— te) + (ts — 4e) — (va — V2) + (Bsa— Bas) —(Ys2 28) + (os — 0) 


Enfin, en un point M, de la surface 0,,, on a, en vertu de l'éga- 
lité (32), en désignant par P, la pression en ce point M,, et par A, la 


* _ densité de l'électricité libre au même point, 
= — - 
‘ Zs OY; =) 4 a 
ñ (42) P+ Dag a0 E (53 re + V3 + X3 ee 


+ B30 — Y30 + O3 + Gea ASE 2TE A3 + E, + €,+ £,+ £, — 0. 
à - 


Si l’on ajoute membre à membre les égalités (39), (40), (41), 
(42), après avoir changé le signe des deux membres des égalités (40) | 
et (42), et si l’on observe, en outre, que les deux fluides 1 et 3 ont 
) même nature, ce quidonne | 
ne | Di= Ds, 

Bis = Pas Ba Bas, 
< Ve Ys» Yo1 — 7239 
| 10 — Oso; 


nous aurons 


I 


| Pi— P3+ Dig [(410— 513) — (330— 332)] + Ds (412 — 332) 
Fi ae 43 HA. A (RE +R) +3 A,—A,)+ 27¢(A2— A? 
' (43) | (Ajo 21) R KR: ner ) te (Aj 3) 


= [Ais + A3 + By. + 9.) li2— (Dis — D,,]2,=0. 


Discutons la conséquence de cette égalité. 
Posons 
t= BE: =i d0 A, =P Ose At 
ne P;+ dre À, + ATE ai; 


II, étant la valeur au point M, de la somme de la pression hydrosta- 
tique et de la tension électrique, et I, la valeur de la même somme 
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au point M,. L'égalité (43) deviendra 
{ I, — I, + D, g81[(5:0 — S12) — (239 — 332)] + Ds (Z19 — 33») 
CAE A, (i = i) 
Sénateur 
É [Aye + Bi. B,, + Bio | lis — (Ds — Digg = 0; 


Admettons maintenant la loi suivante : L’angle sous lequel la sur- 


face ),, se raccorde avec les parois de l’électromètre dépend uniquement 


de la nature que les deux fluides x et 2 et le solide sur lequel ils s'appuient 
présentent loin des surfaces terminales et nullement de l’état d’ électrisa- 
tion de ces corps ou des courants qui les traversent. 

Cette loi est certainement vérifiée si l’un des deux liquides mouille 
le solide, comme il arrive pour l’eau acidulée et le verre. L’angle en 
question est alors égal à +. 

D’après la loi que nous venons d’énoncer, si nous supposons le tube 
capillaire assez étroit pour pouvoir confondre, ainsi qu’on le fait sou- 
vent en capillarité, le ménisque 0,, avec la calotte sphérique qui se 
raccorde sous le même angle avec les parois du tube, nous verrons 
que Cr + x) est indépendant du point du tube capillaire où se trouve 
ce ménisque ainsi que des autres circonstances de l’expérience. Si 
nous supposons dans l’expérience IT, maintenu constant; si nous ob- 
servons en outre que, grace à la largeur des surfaces 9,,, 959, 955, 95, 
à l'égard de la surface 0,,, z,, peut varier d’une quantité sensible 
tandis que les variations de z,,, 225, 5,9 Seraient insensibles, nous 
voyons qu’en désignant par K une constante on a 


(45) IT, — (Di —D;)g52= K + rot + rois 


G,, et Ÿ,, étant définis par les égalités (36) et (37 ). 

L'examen de cette égalité (45) conduit aux deux propositions sui- 
vantes : 

Si l’on maintient constante la somme I], de la tension électrique et de 
la pression hydrostatique au sommet de l’électromètre capillaire compose 
au moyen de deux fluides conducteurs non électrolysables, la hauteur du 
ménisque dans le tube capillaire sera une fonction du second degré de 
Vintensité du flux électrique en un point de cette surface. 
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La va'eur I que doit avoir, au sommet d'un électromètre capillaire 
formé de deux fluides conducteurs non électrolysables, la somme de la 
tension électrique et de la pression hydrostatique pour maintenir inva- 
riable la position du ménisque dans le tube capillaire est une fonction du 
second degré du flux électrique en un point du ménisque. 


Ces propositions présentent la plus frappante analogie avec les lois : 
des phénomènes dont l’électromètre capillaire est le siège. Deux diffé- | 
rences seulement sont à signaler entre Vélectrometre à liquides con- 
ducteurs étudié ici et l’électromètre à électrolytes sur lequel ont porté 
les expériences; ces différences sont les suivantes : | 

1° L’électrometre capillaire réel n’est traversé par aucun courant : 
on n’en fait usage que lorsque l'électricité qu'il porte est en équi- 
libre ; 

> La différence de niveau potentiel qui existe entre les deux 
masses de mercure de l’électromètre capillaire réel joue un rôle ana- 
logue au rôle que joue, dans les lois précédentes, l'intensité du cou- 
rant qui traverse l’électromètre. 

Ces différences tiennent à la variation considérable que présentent 
les lois de l'équilibre électrique selon que l’on a affaire à des conduc- 
teurs ou à des électrolytes. Nous en trouverons la raison d’être au 
Chapitre suivant. 

Revenons à l’électromètre idéal dont nous venons d'étudier les pro- 
priétés. Supposons que, ainsi qu'il arrive pour un électromètre réel 
formé de mercure et d’eau acidulée, la hauteur 3,, du ménisque dans 
le tube capillaire augmente avec le courant lorsque le courant est 
faible et dirigé du mercure 1 vers l’eau acidulée 2. 

L’équation (45) différentiée nous donne 


ne 


(Dy — Dg) 8 ds + (Bis + 2G 2042) duo = 0. 


Si, pour 2, = 0, dz,, et di,, sont de même signe, c’est que G,, est 
négatif. D'ailleurs, lorsque ¢,, continue à croître par valeurs positives, 
le signe de dz,, change, ce qui suppose que §,, est positif. Acceptons 
ces deux inégalités 

Gr», < 0, 


se -3 
wey $.>0, oad tek 


et faisons-en usage pour l'explication du phénomène suivant. 
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Henry, de Manchester, observa, en 1800 ('), que le mercure qu'il 
employait comme électrode positive dans la décomposition de l’eau 
changeait de forme, tout en se ternissant. En 1801, Gerboin montra 
que, lorsque l’eau pure ou acidulée placée au contact du mercure 
est traversée par un courant, cette eau est violemment agitée par des 
tourbillons. En 1809, Erman reprit l'étude de ces tourbillons. Il ob- 
serva que, lorsque les électrodes de platine sont voisines de la surface 
-du mercure et que le courant est énergique, la surface du mercure est 
sillonnée par des mouvements qui divergent à partir des électrodes 
pour se heurter tout le long d’une ligne qui les sépare; cette ligne 
forme parfois sur le mercure le sommet d’une aréte saillante. Erman 
observa aussi qu’une goutte de mercure placée ainsi entre les deux 
électrodes sur un fond rugueux se déplace en se rapprochant de l’élec- 
trode négative. 

Envisageons une goutte de mercure r en contact avec une masse 
d’eau acidulée 2. Soit M un point de leur surface de séparation. Au 
point M, on a, en vertu de l'égalité (38), 


I 


I 2 1 . "9 
(Ait A) (a nr ir) += Des + Cia Gyo li + Piotr, — 0. 
1 


Soit y. un autre point de la surface de séparation. En ce point, on a 


{ 


(Ags Ast) 6 Bi 7) + (Di— Da) 8 + Cy. + Sio/12+ Grofit. = 0. 
1 1 


En retranchant ces deux égalités membre à membre, on a 


(46) CAE As) IG ie K) & om 2) (Di D2)e(2—) 
= — 62 (bi2—Jiz) — 912 (442 — Jia) 


Deux cas sont à considérer : 
1° Les flux 7,5, /,, sont très faibles. Le second membre a alors le 
signe de — G,.(i. — 712), OU, Ce qui revient au même, de (7,, —7,.). 


(1) Ces renseignements historiques sont empruntés à M. G. Lippmann (Relations entre 
les phénomènes électriques et capillaires, 5° série, t. V, p. 494; 1875). 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. — Juicer 1889. 29 
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3 Si l'on remarque ne (D,—D. 2) est positif, si Von rema que 
FR que l'on a | Pores 27 

> be As + À. > 0, y . 5 ; , à 


on voit que l'on aura au moins l’une des deux inégalités suivantes : 


ss F i +> pty F à “Ss 


it: < Pande 


Ces deux inégalités, interprétées, montrent l’une et l autre que le mer 
ie cure tend à se bomber, à faire saillie du côté où le flux ¢,, dirigé du 
| mercure vers l’eau acidulée est le plus grand. Si l’on dispose l'expé- 
rience comme le faisait Erman, t,, a la plus grande valeur au voisinage 
de l’électrode négative et la plus petite au voisinage de lélectrode po- 4 
sitive. Le mercure tendra done à se gonfler du côté de l'électrode né- | 
; gative et à s’affaisser de l'autre côté. Ces déformations auront pour 
a." effet, dans certains cas, de déplacer le mercure de l'électrode positive 
ioe à l’électrode négative. 
| Supposons, au contraire, que z,, ait une > grande valeur absolue et 7,, 
une faible valeur absolue. Le second membre de l'égalité (46) sera 
négatif. Le mercure tendra à se gonfler au point & où le flux électrique 
a la moindre valeur absolue. C'est le phénomène qu’Erman a observé 
es avec des courants énergiques; le mercure forme une créte saillante 
entre les deux électrodes, aux points où le flux électrique est le ne 
faible. 
Ces explications supposent que l'on ait 


TE | | €..<0, 


Se > 0, 


c'est-à-dire que les deux fluides conducteurs se comportent dans l'élee- 
tromètre capillaire comme l’eau acidulée et le mercure, aux différences 
près qui ont été signalées ci-dessus. 

L'eau acidulée et le mercure ne sont pas les seuls liquides qui ap- 


(4) Poir, au sujet de cette inégalité : Applications de la Thermody namique aux phéno- 
mènes capillaires, inégalité (12) (Ann. de l’École Normale supérieure, t. Il, p.207; 1885). 
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Des considérations analogues aux précédentes permettent aisément 
d'expliquer l'expérience à laquelle M. Lippmann a donné le nom d’ex- 
perience de l'entonnoir et à laquelle M. Debrun a apporté un notable 
perfectionnement (*). HQE 

Sans détailler ici cette explication, je me contenterai de faire remar- 
quer que l'écoulement du mercure dans l’eau acidulée doit donner lieu 
à un courant dirigé dans le sens du mouvement et être facilité par la fer- 
meture du circuit, tandis que l'inverse doit avoir lieu pour l’amalgame 
de cadmium pour lequel G,, est positif. C’est, en effet, ce que M. De- 
brun a constaté dans des expériences encore inédites dont il a bien 
voulu me communiquer le résultat. 

On voit, par les résultats que nous avons obtenus au cours de ce Cha- 
pitre, que les fluides qui conduisent l'électricité sans électrolyse pré- 
sentent, lorsqu'ils sont parcourus par des courants uniformes, des 
phénomènes fort analogues aux phénomènes dits électrocapillaires. Tou- 
tefois, certaines différences séparent ces deux classes très voisines de 
phénomènes. C'est en étudiant les systèmes qui renferment des élec- 
trolytes que nous allons trouver la véritable explication des phéno- 
mènes dits électrocapillaires. 


CHAPITRE IE. 


DES PHÉNOMÈNES DITS ÉLECTROCAPILLAIRES (suite). 
SYSTÈMES QUI RENFERMENT DES ÉLECTROLYTES. 


§ I. — Distribution de l'électricité en équilibre sur un système 
qui renferme des électrolytes. 


Nous sommes amenés maintenant à étudier des systèmes qui renfer- 
ment des électrolytes et sur lesquels l'équilibre électrique est établi. 
Nous pourrions traiter cette question sous une forme entièrement gé- 


(1) E. DesruN, Nouveau producteur d'électricité basé sur la capillarité (Journal de 
Physique, t. YX, 1"° série, p. 28; 1880). 


Z 
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nerale, comme nous avons traité les problemes exposés dans les Cha- 
pitres précédents; mais la complication des symboles qu entraine une 
semblable généralité finirait par fatiguer l’attention. Nous traiterons 
donc seulement le cas où le système est formé par un électrolyte com- 
pris entre deux fluides qui conduisent l'électricité sans électrolyse. I] 
n'y aurait d'ailleurs aucune difficulté à traiter la question dans son en- 
tière extension : il n’y aurait qu’à suivre les méthodes employées aux 
deux précédents Chapitres. 

Désignons par les indices (1) et (3) les deux conducteurs non élec- 
trolytiques et par l'indice (2) l’électrolyte interposé. Soient 
M, un point pris à l’intérieur du conducteur (1); 
V, le niveau potentiel au point M,; 
@, une fonction qui dépend de la constitution du conducteur au point M,; 
M, un point pris à l’intérieur du conducteur (3); 
V, le niveau potentiel au point M,; 
©, une fonction qui dépend de la constitution du conducteur au point M,. 


Si les deux corps (1) et (3) étaient séparés, non par un électrolyte, 
mais par un corps conduisant l'électricité sans électrolyse, on sait que 
la condition de l’équilibre électrique serait 


eV, +0, —EeV,+0:. 


Il n’en est plus de même lorsque le corps (2) est un électrolyte. 

Le passage d’une quantité infiniment petite dq d'électricité positive 
du point M, au point M, au travers de l’électrolyte (2) produit au sein 
de cet électrolyte une transformation chimique infiniment petite. Si la 
même transformation chimique avait lieu au sein d’un système iden- 
tique au système proposé, mais à l’état neutre en tout point, elle pro- 
duirait un certain travail non compensé ¢ dq. Le passage d’une quan- 
tite dq d'électricité positive du point M, au point M; n’est possible que 
si l’on a(') 


(eV: + O;) (E Wa t 0,)<c. 


Le passage d’une quantité dg d'électricité négative du point M, au 
point M, au travers de l’électrolyte (2) produit de même au sein de cet 


(1) Voir le Potentiel thermodynamique et ses applications, 3° Partie, p. 231. 
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' > * 
électrolyte une certaine transformation chimique infiniment petite, 
correspondant à une quantité £’ définie comme la quantité €. Le pas- 
sage d’une quantité d'électricité négative dg du point M, au point M, 
n’est possible que si l’on a 


(EVs+ O:) en (¢V,+ 9,) > — ce 
Il en résulte que, si l’on a 


(1) — C'>(EV:+0:)—(EV:+0,)>E, 


aucun échange d’électricité ne pourra avoir lieu entre les deux conduc- 
teurs (1) et (3); en d’autres termes, l'équilibre électrique sera établi 
sur le système pour une infinité de valeurs de la différence 


(eV: + 0;) — (eV, + 9,). 


Le système est dit alors polarisé. 
Un système n’est susceptible de se polariser que si l’on a 


m7 js 
= € Le 


Il n’en est pas toujours ainsi. Supposons, par exemple, que le 
corps 1 soit formé par un morceau de cuivre, le corps 3 par un mor- 
ceau de zinc, le corps 2 par une solution de sulfate de cuivre et de 
sulfate de zinc. Si une certaine quantité dq d'électricité positive passe 
du corps £ au corps 3, une quantité de cuivre À dg se dissout et une 
quantité équivalente de zinc se précipite; si au contraire une même 
quantité d'électricité négative passe du corps 1 au corps 3, une quan- 
tité de cuivre À dg se précipite et une quantité de zinc équivalente se 
dissout; les deux réactions sont exactement inverses l’une de l’autre; 
on a done 


| 
| 


l'équilibre ne peut s'établir que s’il existe entre les corps 1 et 3 une 
différence de niveau potentiel déterminée par l'égalité 


NPA) LV, Per 


Le système n’est pas susceptible d’être polarisé. 
Considérons au contraire un système composé de la manière sui- 


“LE ( LL 
ay \ 
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vante : le corps 1 et le corps 3 sont deux masses de platine; le corps 2 
est de l’eau acidulée; si une quantité d'électricité positive dq passe du 
corps 1 au corps 3, une certaine quantité d'hydrogène À dg se dégage 
sur le corps 1 et une quantité d'oxygène équivalente sur le corps 3. 


_ Cette réaction chimique, produite au sein d’un système identique au 


système proposé, mais à l’état neutre en tout point, produirait un cer- 
tain travail non compensé € dq; dans ce cas, ¢ est négatif. Si, au con- 
traire, une quantité d'électricité négative dg passe du corps 1 au 
corps 3, une certaine quantité d'hydrogène À dg se dégage sur le 
corps 3 et une quantité équivalente d'oxygène sur le corps 1. La réac- 
tion est peu différente de la première. La quantité €’ est sensiblement 
égale à €. | 

Le système est alors polarisable. Il est polarisé toutes les fois que 
l’on a 

(é Vg 3) — (2 V4 @,) |< |] «(*). 


La question qui se pose maintenant est la suivante : un système forme 


de deux métaux et d'un liquide électrolytique étant ainsi polarise, quelle 
est la distribution de l'électricité sur ce système? 

Sur chacun des deux métaux, la distribution électrique est encore 
donnée par cette condition que la quantité (eV +) ait la même 
valeur en tous les points du même métal; mais cette condition n’est 
certainement plus vérifiée à l’intérieur de l’électrolyte, puisque la 
fonction (eV + @), dont les variations sont toujours continues, n’a 
pas la même valeur en l’un des métaux qu’en l’autre. La distribution 
électrique est donc la même sur chacun des deux métaux que si le 
système ne renfermait pas d’électrolyte; c’est en l’électrolyte seul que 
nous devons apprendre à la connaître. 

La première proposition que nous établirons est la suivante : 

Soient deux points M et M où ! ob te a la même constitution, en 
ces deux points, ou bien V a la méme valeur, ou bien la densité élec- 
trique p a la même valeur. 


En effet, soit o la densité électrique au point M et V le niveau po- 


(1) Le symbole | a |, conformément à la notation de M. Weierstrass, signifie valeur ab- 
solue de a. 
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tentiel au même point; soient p’ la densité électrique au point M et V'le 
niveau potentiel au même point. Autour du même point M, découpons 
un élément de volume dy; découpons un élément de volume dv’ iden- 
tique à de autour du point M’; par un mouvement du fluide, échan- | 
geons ces deux éléments de volume; le travail non compensé produit - 1 


: 
aura pour valeur : 
dé = e(p —p')}(V — V') dt. : 

Si le fluide est en équilibre, la modification considérée est réversible ; 
le travail précédent est donc égal à o, ce qui entraine, comme nous 


l’avions annoncé, ou bien 
{4 
p=? 


ou bien 
V=V. 

Cette démonstration, pour des raisons que nous avons développées au 
Chapitre 1 à propos d’une démonstration analogue, n’est applicable 
que si le corps est homogène autour de chacun des deux points M et 
M’, dans une sphère de rayon égal à pu. 

La proposition précédente s'applique aux-divers points d’un do- 
maine fini au sein duquel l’électrolyte est homogène; on voit que, 
dans un semblable domaine, on a, ou bien 


p — const. 

ou bien ; 
Y= 'const., 

et, comme cette dernière condition entraine p — 0, on voit qu’on peut 


la regarder comme renfermée dans la première, et énoncer la proposi- 
tion suivante : 


Aux divers points d'un électrolyte homogène, la densité électrique ala 
- 
méme valeur. 


Voici maintenant d’autres résultats que nous déduisons comme les 
précédents de ce fait que l’électrolyte est un fluide. | 

Si l’on représente par 

À X dx dy d;, Ydxdydz, Zdx dy dz 


les composantes de l’action pondéromotrice exercée sur un élément de 
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volume d’un fluide, on sait que 
Xda + Y dy + Zdz 


doit être, à l’intérieur du fluide, la différentielle totale d’une fonction 
uniforme et continue des coordonnées. 


Soit D la densité du fluide électrolytique en un point de l'élément 
da dy dz; soient 
dQ dQ a2 


fe te 


les composantes des actions extérieures exercées sur cet élément de 
volume, Q étant une fonction de x, y, z, indépendante de la forme du 
fluide; nous aurons 


MNT ioe 
SS SOS mS —D AG ) 
eT tava Ro 
a Bea 207: 
ov dQ 


et l’expression 


: 
ep (Sede + Say + D ds) - v(= dx =D dr + Se ds) 


doit être une différentielle totale. Il en sera certainement ainsi si les 


deux expressions 
D (da AR. D ds) 


Ox ay” Os 
et 
be = OV 


sont séparément des différentielles totales; cette condition imposée à 
ces deux expressions conduit aux propositions suivantes : 


° Les surfaces d’égale densité matérielle coincident, dans un électro- 
lyte électrisé comme dans un flude à l'état neutre, avec les surfaces de 
niveau des forces extérieures ; 

2° Les surfaces d'égale densité électrique coincident, dans un électro- 


lyte, avec les surfaces de niveau potentiel. 
Ann. de L'Éc. Normale. 3% Série. Tome VI. — Juitter 1889. 30 
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La surface 0,, est tout entière au même niveau potentiel; la densité 


électrique a donc la même valeur aux divers points de cette surface. 


se OV |, a The 
Si l’on désigne par p cette densité, par 5 la valeur en un point M,, 


situé à l'intérieur du corps r et infiniment voisin de la surface 0,, de 
la dérivée de la fonction potentielle suivant la normale à la surface 0,, 


set av . ame 
vers l’intérieur du corps 1, par 9x la valeur en un point M, situé a 


l’intérieur du corps 2 et infiniment voisin du point M, et de la sur- 
face 0,. de la dérivée de la fonction potentielle suivant la normale à la 
surface 0,, vers l’intérieur du corps 2, on a 


ie Qi As) 
— 4r\oN, ‘ ON, 


© 
| 
i 


Mais, à l’intérieur du corps 1, ona 


eV + 0 — const. 
On a donc K. 
OV 0 
e———=— > 9 73, 0), 
GN, OE TON ee 
ANNE ; ; 
ce qui montre que ~~ a la meme valeur en tous les points de la sur- 
1 
face 0,,; comme il en est de même de g, il doit aussi en être de même 
dees. 
* ON: 
Ce résultat conduit à la proposition suivante : 


Dans une couche d'épaisseur ( + 11) voisine de la surface ,,, les sur- 
faces de niveau sont des surfaces parallèles à la surface 9,,, sth + w est 
négligeable par rapport aux rayons de courbure de la surface 9,,. 


Envisageons, en effet, un point M’ situé à l’intérieur de la couche 
dont il s’agit. Supposons que la trajectoire orthogonale aux surfaces 
de niveau menée par ce point aille rencontrer la surface 0,, en un 
point M; elle la rencontre d’ailleurs normalement, puisque la sur- 

V 
face 9,, est une surface de niveau. Caleulons la valeur NT 

AS 
de la dérivée, suivant la trajectoire orthogonale, vers l'intérieur du 
fluide 2, de la fonction potentielle. 


au point M' 


A 
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Au voisinage du point M, prenons sur la surface 0,, un élément su- 
perficiel MM, (Ag. 4). Par les divers points du contour de cet élément, 
menons des trajectoires orthogonales MM’, M,M', ... aux surfaces de 
niveau. Ces trajectoires engendrent la surface latérale d’un canal infi- 
niment délié. Coupons ce canal par deux surfaces de niveau infiniment 


Fig. 4. 


voisines mm,,m’m,, dont la distance normale soit mn’ = ÔN. Soient 


CALA valeurs de 2” au point met a 
dni’ Ont s ON, poe CHAN point mm; 
w la surface de l’élément mm, ; 
w’ la surface de l’élement mm. 


Sila quantité À + x est négligeable par rapport aux rayons de cour- 
bure de la surface 0,,, il en est de même a fortiori de la longueur mm’. 
Le volume de l'élément mm,m'm’ est alors w 6N; la quantité d’électri- 
eité qu'il renferme est pw ÔN, o étant la densité électrique en un point 
du volume m,mm'm,. L'application de l’un des théorèmes de Gauss à 
la surface fermée m,mm'm, donne alors 

. De Se o’ = 4row ON. 
Mais, si l’on désigne par r et 7’ les rayons de courbure principaux au 
point m de la surface mm,, ces rayons étant comptés positivement 
vers l’intérieur du corps 1, ona 


et, par conséquent, 


ov" ON dV fi 
On, = Of, TOR, 


= =) ON — Anp ON. 


r 7 
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De la on déduit à 


M' : 
OV ov i à Ov +i) SN. 
ON, Fe ANT ah (a pam [ Ons (+ 7e 24 


M M 


Il est facile de voir que le dernier terme est en général de l’ordre de 
fy OV 
(A+ #) Fe in 7) SW 


r . . oF . ’ 
et est par conséquent négligeable devant les deux premiers. L égalité 
précédente peut donc s’écrire 


Cette égalité étant établie, supposons que nous ayons démontré que, 
jusqu’à la surface M’M|, toutes les surfaces de niveau sont parallèles 
à la surface 0,,; l'égalité que nous venons d'écrire nous montrera que 


a a la même valeur en tous les points de la surface M'M et, par con- 
séquent, que les surfaces de niveau infiniment voisines de M’M, sont 
encore parallèles à 0,,. Le théorème énoncé se démontrera ainsi de 
proche en proche. 

Ainsi, en résumé, à l’intérieur du fluide électrolytique (2), l’élec- 
tricité a une densité 9, qui dépend de la nature des conducteurs 1 et 3 
et de leur forme, de la nature du fluide 2 et de sa forme, de la diffé- 
rence de niveau potentiel H qui existe entre les conducteurs 1 et 3, 
mais non du point considéré à l’intérieur du fluide 2. 

A une distance / inférieure à A+ de la surface 0,, et à l’intérieur 
du corps 2, le niveau potentiel V et la densité électrique 9 ont des va- 
leurs qui dépendent du niveau potentiel à l’intérieur du corps 1, de la 
différence H, de la nature et de la forme des corps / qui composent le 
système, enfin de la distance /. Nous les désignerons par V(1, 2,2) et 
par p(1,2,...,/). On peut naturellement en dire autant du niveau 
potentiel et it la densité électrique au voisinage du corps 3 
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§ II. — Conditions d'équilibre du système. 


2. Nous allons maintenant chercher les conditions d'équilibre des 
fluides qui forment le système. Comme au Chapitre II de la J'° Partie, 
nous donnerons à ces fluides des dilatations en supposant que chaque 
particule matérielle entraine dans son déplacement la charge électrique 
qu'elle porte, et nous écrirons que l’on a, dans toute modification de 
ce genre, l'équation (6) du Chapitre IT de la I’* Partie (t. V, p. 126), 


p=n 


| : 9 ‘\ = à 
2) os=6 Ÿ'EM,(,—TS,) +50 6 +\ Ang + Agp)0p9 |+W+8 YOO. 
(2) d'EM,(X,—T2,) ps pepe. (Ar 2 | By. 


apa 

Le premier membre et les deux premiers termes du second membre 
ont la même valeur qu’au Chapitre II de la I'® Partie. En vertu de l’éga- 
lité (8) du Chapitre IT de la I Partie (t. V, p. 127), ona ici 


pn 
3 EM, (Y,—T2,) 
p=! 
\ (OY, PIN QT \ 
= Se a dl ON, dû ON, dû» 
(3) B} (52 ey 14 wth 119 


: (Se T oe ) (Spr. dô 9 + NE does Ne 


dY', rl 02; AN à ANT } 
N; dé. N, 035). 
| , ( GLE L =} (Ses; i 30 a NA Ose \ 
D’après les égalités (12) et (13) du Chapitre II de la L' Partie (t. V, 


p. 129), on a ici 


p=! 
) A9 +N (AR ET D 
(6) pp po “po Fr Pq dP Pq 


pHn 


= S| ae (i +) +H] hoe Sfar ee) +4 
+ ‘ E (& a x) +] ON, AG, 

Sfar) +H ede 8] Ae (a > me) +8 

ae S [as i ae F0 Re w| SN; ds + N | As Gs ap im) ie + | ON, dO yo. 


3 3 


ON, db» 


ON, dOss 
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Enfin, en vertu des égalités (32) (t. V, p. 138), (33) (t. V, p. 138) 
et (34) (t. V, p. 139) du Chapitre Il de la [°° Partie, on a 


jo ates NG + Q)D, + v JON, do — NP + Q)D, +  ] ON, dO 


3 — OP + 2)Ds+ 1 8Ns dan 


+ 


(5) 


ae (RD, v,) ON, 294. — N (LD: + va) ON; 293 


NE HI) ANS a6, — K(2D,+ ve) ON, das. 


Il reste à calculer les deux termes éW et 500. 
Comme dans l'égalité (8) du Chapitre II de la ['° Partie, on a 


DE ie CARE ov. av 
eae ON, i) ON, 2619 
vi OV : OV 
(6) +O(5 ON’ -) oN, 2 dôgo + Nex ON, sw) ON; 243, 


AV eV ave an 
' SN, ds, 
, S (se : FN) oN Be ss SX ‘3 an = se] 


le signe D s'étendant à toutes les charges g réparties à l’intérieur du 
système. 

Pour chacun des deux corps 1 et 3, le premier terme se calcule 
comme au Chapitre II de la F° Partie [ égalité (16)]. On a done, pour le 
COrps 1, 


1e de 
(7) DRE ON = Bie NON: doi + B12 NON: AI. 


et, pour le corps 3, 
Ch DID NO done + Bar À ON: 5, 
di ON 30 30 Paz 3 A739. 


Pour le corps 2, ce terme s’exprime d’une pues re plus complexe. 
Pour ce corps, nous partagerons la quantité DYE ON oN en deux par- 


ties : l’une, relative à la région du corps dont tous les points sont à 
une distance de la surface au moins égale à À + uw; l’autre, relative à 
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la région du corps dont tous les points sont à une distance de la sur- 
face inférieure à A + wu. 

Soient u à, 94, waz les composantes du déplacement d’un point 
de la première région, ¢¢ étant une quantité infiniment petite qui à la 


même valeur pour tous les points de cette région. Pour cette région, 
on aura 


Peu ble 
LaF N= so0aef [[ (Se a See w) de dy de, 


e, étant la densité constante de l’électricité à l’intérieur de cette ré- 
gion et l'intégrale s'étendant à tous les éléments de volume de cette 
région. Une intégration par parties nous donne alors 


ov QE NS 
DT NON tho RiGee ON; dO30 


4 UE 1,À + pu) ON, don + NUE 3, + 2) ON: dD oy 


ey du de aw x 
—epat [ FIVE aye oe) dr dy de. 


Mais on a, en vertu de l'égalité (7) du Chapitre II de la I'® Partie 
(Vas D. 126), 


= ! a | MD GaN 4920+ Q aNs din NON: dis), 


M, étant le poids de l’électrolyte. Si donc on pose 


00 Da 

Po 

Fe ? [ff V dæ dy ds, 

l'intégrale s'étendant à la première région, ou, ce qui revient au 
même, au volume entier du fluide 2, on aura, pour cette première ré- 
gion, 


(8) a) eae 


| Sas ON = [ep V(2, 0, Pie) 2 dC, 7 GaN: dé, 
(9) + [epoV(2, 12+ 2) — 202] Gan, dy 


+ [ép5 V (2, 3, A + pu) — 2 Na] GaN, das. 


Les quantités p,, V, N, qui figurent dans cette formule dépendent 
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de la forme du systeme, de la nature des fluides qui le composent et 

de la différence de niveau potentiel qui existe entre les fluides 1 et up 
, s OV TUE ae 

Pour calculer la quantité spa be ON relative à la seconde région, 


nous examinerons d’abord les parties de cette région qui sont voisines 
de l’une des surfaces 9,,, 923, de la première par exemple. Pour cette 


partie, nous aurons 


| 
| 


OV Dee 2 V(2,2, 0) | 3 
RON 9 1) dl ARE t 
Posons 
0 (25 1, 0) = 7 A@(a,1, 1) + p!(2, 1, 2), | 
TE 
0 Vas DES 0 EE 
al TN, Ol + 3(2, 1, À). 


Soit, suivant la notation employée en l’équation (15) du Cha- 
pitre If de la I'* Partie (t. V, p. 132), 


+p , 
bu= Te [ A O(a, 1, 7224, 


0 
et soit, en outre, 


+ 


ie AG(2,1,0)S(2,1,0 al 


igh 0 (2; 1, 2) h+p 
CL RE pin, 3,0) dt f At MANS MSI L Lt 


9 “0 
Nous aurons, pour la partie considérée du fluide 2, 


Vie : 

(ri) ED 4 RON = (Bar + Whar) NON: dons, 
la quantité 6,, ne dépendant que de la nature que les fluides 1 et 2 
présentent loin des surfaces terfhinales, tandis que la quantité w,, 
dépend de la nature des fluides qui forment le systeme, de leur forme 
et de la différence du niveau potentiel entre les fluides 1 et 3 

De méme, pour la partie du fluide 2 voisi 
ee D I u fluide 2 voisine de la surface 0,,, nous 


FL 1 OV, 
(11 bis) € D q ON ON =*( Bo3 + Vbos) NO Goes. 
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Envisageons maintenant la partie du fluide 2 voisine de la surface 
9,9. Dans cette région, la distribution électrique nous est entièrement 
inconnue; en doux points équidistants de la surface 0,,, la densité 


électrique et le niveau potentiel peuvent avoir des valeurs différentes: 
l'intégrale 


+p 
(12) none f Na 
0 


a, en général, des valeurs différentes aux divers points de la surface 0,, 
Ona, pour la région considérée, 


(13) DL oN — 5: ON, düpo. 


En vertu des égalités (9), (11), (11 bis) et(13), on a, pour toutes les - 
charges réparties à l’intérieur du corps 2, 


OV - 
DES oN =SreV (2, 0,A +p) —eIb,+ 52] ON, Lag 
(14) ia [eo V (2, i, A= pe) —edGa+ Bar thai] Sans Abe, 


D'après les calculs effectués au Chapitre II de la I Partie (t. V, 
p- 133), nous avons 


ge SON + aN) = Gr + au + abe) ON, dy 
1 


(5) SC ue na ON dan = À (au + duo À + 275 A) ON; dos 


ON, ON, 
OV OV ron 
| S (sy: =| wt) ON; 2959 == N (70+ 030 À + 27¢ A?) ON 95. 


En chacun des points de la surface 0,,, la densité électrique a une même 
valeur ,, qui dépend de la nature des fluides qui composent le sys- 
teme, de leur forme, de la différence de niveau potentiel H qui existe 
entre les deux fluides r et 3. On a alors 


«ESM Anar mn Sao, 
1 1 
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RE ea RES 
or bigest et de même Ste = ' 
~ av rk eee at ie 
¥ = (16 Ne N, A fees — a ) COS oF rs 4 
el sl, ER a 2x, Mo ar. 


te ae ; Les égalités (6), (7), (7 bis), (14), tou (18) et (06 4) donnent, k 


%j pour tout le He 


"4 oy feos NG == Vane O10 A =e A?) ON, diy 3 p a” 4 
= NG 120 — O50 À — 2 me A?) ON; d95o 
(17) ‘ } a Nero V2, O, A+ b) = Ib, aa Y20— 020 À — ome 4°] ON; dô% 


+ [po V(2, 1, À Ep et Bai + Va + 2TE RG] S20: | oe = 1 


+ [ape V2, 3, À + p)— ea + Bas + thay + TER] S 2: Dns. 
Il nous reste enfin à calculer, pour tout le système, la quantité 


60g = 400. re 4 


M Pour les charges réparties à l’intérieur du corps 1, en vertu de l'éga- 
lité (24) du Chapitre II de la I'e Partie (t. V, p.135), on a À 


Die bso bu ( (Gani ddin+ Gans die) 
HN Cor (SON di + Gans de) | if 


a à ie (Sex, do. + Ney dois: NO dys). 


De même, pour les charges réparties à l’intérieur du corps 3, on a 


| >; qoO= by ut (EN: dO30 + NY diy.) 
(18 bis) {7 eu y da (S ON; A959 + 5x, dis) 
| + nas pe ui? (Gan dos + S ON don + S ON, dons): b. 


de 
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Pour les charges réparties sur la surface 0,,, on a, en vertu de l’éga- 
lité (28) du Chapitre II de la Le Partie (t. V, p. 136), 


Go) D720 = “Qu tete (Gans 49, + NE di), 
1 
et de même, pour les charges réparties sur la surface 0,,, 
: Aso Q30-+ 1430 030 
(10bis) Ye = eee Baas ( Q aN lay + GaN: 45). 


Évaluons maintenant la quantité 


3700 


pour toutes les charges réparties à l’intérieur de l’électrolyte 2. 

Examinons, en premier lieu, dans cet électrolyte, la région dont tous 
les points sont à une distance des surfaces limites supérieure à k-+ w. 
En tous ces points, la densité électrique a une même valeur o,, © une 
même valeur @,. On a done, pour cette région, 


2400 =p Sot da [ff ae dy de. 


Si nous posons 

rs pe DOUÉ ? 
(20) M MT Ge. Sf dx dy ds, 
nous aurons, pour la région considérée, 


(21) ¥ 730 = 901 (Gan, dee NEA dOe, + NYA dys). 


Examinons en second lieu la région du corps 2 voisine de la surface 
0,,. Pour cette région, nous aurons 


pale 0 0(2, 1, 2) d.0(2, 1, l) 
21500, f p(21,1)| PO aa, + SOO” de at 


Si l’on remarque que l'on a 


I I 
p(2,1, DETE A @(2,1, 7) + p'(2, 1,0) 
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et si l’on pose 


Oc, 
A+ 
ae ; 00(2, 1,0) y 
EN À p RL ne oso ; 


en vertu des égalités (23) du Chapitre II de la f° Partie (t. V, p. 135), 
on aura, pour la région considérée, 


Yi 710 — (eu a Ye #1) (Sa ding + Sanz dx, + San, dys) 
1 

| + (as us LE 241) (San, dd, + San, dons). 

De même, pour la région du corps 2 voisine du corps 3, ona 


2 q 00 = (Se - a En) ( N ON, dO20 + S ON, d9,,+ S20: din) 
3 


+ (rs $22 + Qu) (GENS du + Gans ds). 


La région du corps 2 voisine de la surface 0,, fournit une certaine 


A+ p 
g =i f Ws eee 
0 


(22) 


(23) 


(23 bis) 
| 


quantité 
700. 
Posons 
À +4 10 
ah 3 — pa 
(24) : Hels Sr 


quantité qui aura une valeur différente, suivant la position qu’occupe 
sur la surface 0,, l'élément d0,, que l’on considère, et 


(25) So QI), dû; 
nous aurons, pour la région considérée, 
. ~~ nN N | N Ny 
(26) Dao = 5. (Gans dine + Gan, ain. + San, dons). 


Pour les charges situées sur la surface 0,, même, en vertu de l’éga- 
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lité (28) du Chapitre II de la F°° Partie (t. V, p. 136), nous aurons 


Ggter) S700 = Qu Ho (S ON, do + Gan, d0, + Son: dx). 


Pour les charges distribuées sur la surface 0,., si l’on pose 


3 La = da RE 
| Te AAO TASES 
UD 06» 
ona 
Yiqs0 = Ande (Se, dôo+ GaN, dos) 
(28) 


= ot ous (So. dô,0 + NE dbs, + Se: dys). 


De méme, pour les charges distribuées sur la surface 9,,, nous 
aurons 


| DILE Seite ( Gans d5+ San, As) 


(28 bis) 
| ads (Sox. doy + K 2 aes, Sey: dé). 


En vertu des égalités ee (18 bis), (19), (19 bis), (19 ter), (oF), 
(23), (23 bis), (26), (28), (28 bis) du présent Chapitre, si l’on pose 


C10 010 + S12 Ou» JE L 01 Que 
VE 7 AVE + Nes M, JE Mn ) 
C30 930 + 632939 939 Los Qs. 
Xe = M, Cas ME ie 
4 ; ,0 9 0 2 
De — Peur = + Cx, M, am, by 2 M, = IGS + de» 
Qao- M20 020 M1 Q 9 + Me; Q35 
@ ne: dao Le eas ce 
(29) + Loi + Los M, M, 
LE ere ee e Ce a pi Meet 
3 
Kap Q20 + P20 Fe Meo: Qya+ Is Q 30 
+ Pot Past © Cr ET + WI. 


Le £1 Quo os Los Qu 
\ M, MT 


| nous aurons, pour le système tout Lentier, | 


rail 
sSeq=+ (a +Qu+ it at 


+ Ce + Qu+ Pon QF ae Quoc ba D) Gr a2, 

+ où GaN, dose | 
AO eed ee ee 
: + (es aoe Me Qu tanFer) NE 
En vertu des égalités (3), (4), (5), (17) et (30) du present Chas 


pitre, l’égalité (2), qui va nous donner les conditions d’équilibre, 
prend la forme suivante : 


S [EEE wha) oran» 


ae Bio— Y10— 0 A — 2TE A+ X1 = Qo + en Be Lan, db 


oY 02; 
ANGES T=) + Awe (q+ Re) TP + OD. born 
— B30 — Y30 4 030 À — 27€ A? iy ¢ DE D 23 + FE) ON; 95 
oY p> VE 
+Gle(S2-7 ait) + + Ano (Ge+ pe) + P+ RDI het = 
2 2 . 


+ &p) V(2,0, A + 2) — EM + V3 — Yoo — Ooo À — 27e A? + o | ON; d9xo 


(31) ( 
a rat 0% pipet. 
+ - set) — E(SZ- —TS4 *) + (D, —D,) 


+ (ut Aan) (Ge + pe) + Gad) + Ga) + cpa VO, 1A+p) L > 


— EM + Bay + Vos + 2RER?, + &,— Mo, — ne Co à d,s 


ox; o> oY, ox 
+6 [e532 -13=)-B/ 


22) | 9(0,—D,) 
wf so (ie +i) Rate) On) MeV (ass be 0) 


LME 


ar 


to oe 
Ls 
À 


\ 


7 2 


- 


mes EM, + Bs + Voo3 + 2TER?, = Ex — D 23 — “ao Que Bete] ON, a6... 0% 


a es be 
~ 
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tee ole 
Si l’on remarque maintenant que tous les SN sont arbitraires, on 
voit que l’on doit avoir : 


1° En tous les points de la surface 0, , 


oY, Od, 
(32) LE SEEN Py io ee +r) + P+ QD +++ Be 
— Y10— O19 A — are A? + y, + Do + SUR Nt —0, 
1 


et une égalité analogue en tous les points de la surface 9,,. 
2° En tous les points de la surface 0,,, 


oY, OX, 
(Er) wag) Panes 


+ ep) V(2,0,A + p) — 230,42 Se— Yoo— 020 À — 27€ À? + w= 0. 


(33) 


3° En tous les points de la surface 4,., 


Ds ones 
B( 52 TS) ES — spt) + 20, D) 
(34) + (Aut An) (pe + pe) + Ce du) + Ga) + en VC À +) 
— 6 Da Bay + Way + 2022, + Ey + Q,, — MOQ of — 
1 


et une égalité analogue aux divers points de la surface 45. 
Telles sont les conditions d’équilibre que nous voulions obtenir. 


III. — Conséquences des conditions précédentes. Interprétation 
des phénomènes électrocapillaires. 


3. C’est sur la dernière de ces conditions, sur légalité (34), que 
nous porterons maintenant notre attention. 

Si l’on réunit sous le symbole C une somme de quantités qui toutes 
ont une valeur unique pour tous les points de la surface 9,,, cette éga- 


lité devient 
T 


(Ait Ant) (FE + Re ge) + 2(D1— Di) =C. 


Sous cette forme, on reconnaît sans peine l’équation donnée par 


ss “yh 
hs 2 test Er. 


Ur 
ae 


a - 


= 4 , 
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: _ Laplace pour la surface de séparation de donna soumis à « d en 

forces extérieures qui admettent une fonction HE Q. On peut 0 

done énoncer le théoreme suivant : 

Dans un systeme formé de fluides conducteurs et d at Por 

sés, la forme de chacune des surfaces de séparation vérifie toujours l'a 

PT tion aux dérivées partielles de Laplace. ; 


+ = Si l’on continue à donner le nom de constante capillaire au coeffi- 
cient qui, dans cette équation, affecte le binôme des courbures, on 
voit que : 


La constante capillaire propre à la surface de séparation d'un flu 
conducteur et d’un électrolyte dépetud exclusivement de la nature que cha- < 
.. cun des deux fluides présente, à l’état neutre, loin des surfaces termi- _ | 
Dr nales; elle est indépendante de la grandeur et de la forme des fluides ou 
À de leur surface de contact, et de l’état d’électrisation du système. | 


Mais il n’en est pas de même de la quantité C. Cette dernière dépend 
de la différence de niveau potentiel qui existe entre les fluides con- _ 
ducteurs, et c’est par cette variation que doivent s’expliquer les phéno- 
mènes électrocapillaires. 

Si nous reprenons, par exemple, l’électromètre capillaire de M. Lipp- 
‘mann sous la forme qui a été représentée dans la fig. 3, et si nous 
supposons que les deux fils F et F soient maintenus à des niveaux 
potentiels différents, nous verrons que, en un point de la surface 
plane 9,,, on a, en vertu de l'équation (32), 


oY ox 
- ae sa) + Pt Digswt tt Bu 
‘att (32 bis) | 
Vig 010 A — ame Ait Qu + MO Hobe — 
7 L" 
| | En un point de la surface capillaire 0,, on a, en vertu de l'équa- 
“à tion (34), 


le el On, oY, 02, 
E (532 — TS) B(So- do. + (D.— Dogs 
4 bi 
(34 bis) + (As + Au) (x "> ir) + (Y2— di) + (v2 — 4) + oo V(2, 1, A+ p) 


— 6 Ma + Bai + Uhr 2RER 2, +f — Qu — weer alee 2 
1 


{ 
A i YG alt tt IS 


4 
4 
3 


_ des fluides r et 3, ona 
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En un point de la surface plane 0,, ona 


oY’, 02, Je) 


(34 ter) + (he — ds) + (ve — vs) + po V(2, 3,2 + B) 


ra 
— EI + Bos Vhe3 + RER? , + Es — Dos — RES 0: 
M3 


Enfin, en un point de la surface plane 0,,, on a 


oY 02 
E (53 Ts) + P3+ Dsg3so+ Us+%3+ Bay ~ 
(32 ter) ; ‘ 
30 Q30 + 30930 


M; be 


— ¥30 — 030 43 — 27€A? + y, + D, + 


Si nous ajoutons membre & membre les quatre équations (32 bis), 
(34 bis), (34 ter), (32 ter), apres avoir changé le signe des deux der- 
nieres, ef Sinous remarquons en outre que, d’après lidentité de nature 


: De D;, 
Y10 — 7305 

. Bio = Bo, 
Bai = Bos, 

O19 = 930, 


nous aurons la relation 


P,— P3+ Dig [( 510 — 312) — (430— 332)] + Dog (412 — 332) (Yor Xa) 


(35) + (Ast Ast) (Fe + gr) — do (Ai— As) — ane (At — A5) 
2 2 


=Vbo3 — Va, + epo[ V (2,53, A+}) - Vilas [, À = p-) | + 2TE (Ris — Ro ile 


Le second membre serait égal à o si le système était uniquement formé 
de conducteurs laissant passer l’électricité sans électrolyse, en suppo- 
sant d’ailleurs l’électricité en équilibre sur ce système. Dans le cas 
actuel, au contraire, où ce système renferme des électrolytes, tous les 
termes de ce second membre dépendent de la différence de niveau 
potentiel que l’on établit entre les deux masses de mercure. C'est par 
la présence dé ces termes que s’expliquent les propriétés de l’electro- 
mètre capillaire. Malheureusement, l'extrême ignorance où nous 
sommes des lois de la distribution de l’électricité au sein d’un électro- 
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lyte polarisé ne nous permet point de préciser davantage la forme 
des fonctions qui figurent au second membre de l'équation (35) et de 
pousser jusqu’au bout l'examen de ces propriétés. Cette ignorance, 
toutefois, n'empêche pas de retrouver la réciprocité signalée par 
M. G. Lippmann entre la variation que subit la différence de niveau 
potentiel des deux masses de mercure lorsqu'on exerce une pression 
sur l’une d’elles, et le mouvement que prend la surface capillaire lors- 
qu’on fait varier cette même différence de niveau potentiel; et l’on ne 
doit pas s'étonner que cette réciprocité se retrouve aussi bien dans 
notre manière de voir que dans celle de M. G. Lippmann, car elle 
n’est au fond qu’une conséquence immédiate de ce fait qu'il existe 


pour le système un état d'équilibre stable. 


§ IV. — D'une classe de phénomènes que l’on a confondus 
avec les phénomènes électrocapillaires. 


4. Il existe une classe de phénomènes rangés par M. G. Lippmann 
dans la même catégorie que les phénomènes précédents, sous le titre 
de phénomènes électrocapillaires, et qui nous semblent cependant de- 
mander une autre explication que ceux que nous venons d’étudier. 
Voici comment M. G. Lippmann (') décrit l’expérience fondamentale 
dans laquelle se manifestent ces phénomènes : 


« Deux verres, contenant tous les deux du mercure recouvert par 
de l’eau acidulée, sont placés l’un à côté de l’autre; ils sont mis en 
communication électrique l’un avec l’autre au moyen d’une mèche de 
coton ou de papier à filtrer; les deux masses de mercure peuvent être 
mises en communication avec l'extérieur au moyen de fils de platine 
qui ne touchent pas l’eau acidulée. 

» On met ces fils en communication avec les extrémités du fil d’un 
galvanometre; cela fait, on incline l’un des deux verres. Aussitôt l’ai- 
guille du galvanomètre est déviée, indiquant un courant qui va à tra- 
vers le liquide du verre penché vers le verre resté droit. 

» Si, au lieu d’un galvanomètre, on emploie un électrometre, cet 


(1) G. LiPPMANN, Relations entre les phénomènes électriques et capillaires. 


ee 


mme OK 5. 
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instrument indique que le mercure du verre penché est électrisé néga- 
tivement par rapport au mercure du verre resté droit. 

» Cette électrisation se dissipe avec le temps. 

os apres avoir incliné le verre, on le redresse immédiatement, 
Vélectrisation disparait aussitôt. La tension électrique varie d’ailleurs 
très régulièrement avec l’inclinaison du verre. 

Au lieu d’incliner l’un des verres, on peut augmenter la surface 
du mercure qu’il contient en déprimant cette surface; on y plonge, 
par exemple, l'extrémité d’une baguette de verre, de bois ou de papier. 


Il n’est pas nécessaire d'employer un galvanomètre sensible. » 


Le caractère qui distingue tout particulièrement le phénomène ainsi 
décrit par M. Lippmann des autres phénomènes qu’il a nommés électro- 
capillaires, c’est que le premier ne consiste pas, comme les seconds, 
dans la création d’un état permanent, mais bien dans la production 
d’un régime variable; l’électrisation ainsi produite, dit M. Lippmann, se 
dissipe avec le temps. 

M. G. Van der Mensbrugghe (') a donné du phénomène que nous 
venons de décrire l'interprétation suivante : Lorsqu'on incline l’un 
des deux verres, la variation de l’aire de la surface de contact du mer- 
cure et de l’eau acidulée entraine un phénomène thermique qui fait 
varier la température de la surface. L'ensemble des deux verres forme 
alors un véritable couple thermo-électrique. « M. Lippmann ajoute, 
dit M. Van der Mensbrugghe, que l’électrisation se dissipe avec le 
temps; cela est tout naturel, puisque le courant ne provient que d'une 
différence de température. » 

M. Van der Mensbrugghe a indiqué quelques développements ma- 
thématiques sur cette manière de voir. Il nous est facile, en partant 
des principes posés au Chapitre I, de suivre ici des considérations ana- 
logues. 

SiU désigne l’énergie interne, S l’entropie, T la température absolue 
d’un système, si l’on pose 

§=E(U—TS), 


(1) G. Van per MENSBRUGGHE, Application de la Thermodynamique à Vetude des va- 
riations d’énergie potentielle des surfaces liquides. — Conséquences diverses (Bulletin de 
l’ Academie de De. I Partie, t. LI, p. 777; 1876). 


7 Fa : L 
a re le anon: dé io ol dé ae ae a ae 
TA tion infiniment petite, ¢ dans laquelle les 
i, ‘ aucun travail, a pour valeur 


à ARE À ae 


ae 
oT) 


r Si É transformation est réversible, les te d'équilibre sont 
réalisées à chaque instant; si, de plus, elle est isothermique, on à à a 


 chaqueinstant — 
| : ch à ‘ 6F =0 


et, par conséquent, 


dre of 
nt: 80 =— ATES. 


Supposons le systeme formé de conducteurs électrisés, sur lesquels | 
l'équilibre électrique est établi. On a alors 


RS | ce =H 12) 4+W+ Dog, ~ 4 


les lettres ayant la même signification que dans l’égalité (4) du Cha- 
pitre II de la [°° Partie (t. V, p. 124). 

D’après l’égalité (5) du même Chapitre et l’égalité (15) du Chapitre I 
6 MP 119), ona at 


p=n “pHn 


f=ŸE M,(Y,— TZ p+ YArdno+ À (ara t Aap)Opa 


x p=1 p= a 


+Y | G+ Apo) 0po + O(p, 0, 0) S A Ap. + pis ALES Sap) 0pg + W. 
p=. 


D’après cette expression de g, il est facile de voir que l’on aura l'ex- . 


oi a pression suivante de me 


pHn 


Fw 
Lp eas Std We + D Art apo Ano) po 
pot Pa 


 2@(p, 6 0, 0) 
SEL ET EN ad À gp eet Met ont up) Spa 
p= 


— 
~ 
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_ Ceci posé, supposons que les forces extérieures qui agissent sur le sys- 
tème se réduisent à des pressions normales appliquées aux divers élé- 
ments de la surface qui le limite. Supposons que cette dernière 
demeure invariable en toutes ses parties, tellement que le travail 
externe soit égal à o, et que de plus l’aire de chacune des surfaces 0,, 
soit invariable. Imposons alors au système les déformations et dilata- 
tions compatibles avec ces restrictions. La quantité de chaleur déga- 


gée 6Q aura pour valeur 
RE 
DEN TE 


p=r 


a 0? : 
= — T Me Frag, Or Tp) Oa 


p= 
aes : 0? à 
Fe AT > a 06) (Ang + Agno + Apt gp) 06 p + aT da; (Apa Ag &pg + Maa) de, | ge 
d 
= AT = CA + À + Ang + À 00 5 
ae GA Sees gp Pq gp) 00pq 


Cette quantité de chaleur peut se partager de la façon suivante : 
1° Dans chaque élément de volume dy, du système est dégagée une 


quantité de chaleur 
9? ai 
OL dane 


ih T2,)d(de,). 
2° Au voisinage de chaque élément d0,, de l’une des surfaces qui 
sépare deux fluides du système est dégagée une quantité de chaleur 
ok ô ET ARE 3 
AT D rt er Porte gp) 06 p + Alea pa + Agp+ &pq + Xp) 064 
aN, | 


) 


Si l’on suppose que le volume spécifique de chacun des corps p et ¢ 
demeure invariable, la chaleur mise en jeu dans le phénomène consi- 
déré se composera simplement d’une somme d’autant de termes égaux a 


AO nq. 


0 I I 
L op (Avs + À qp + are + dar) (ae EU mr) 


F4 


d I rie S\N 
or AT oF (Apg+ Agp + %pq+ Agp) G Hé 4 ONg Ang 


q 


qu'il y a d'éléments dans la surface 4,,. Cette chaleur mise en jeu fera 


254 P. DUHEM. 


varier la température de la surface 4,, et provoquera ainsi les phéno- 
mènes thermo-électriques au moyen desquels M. Van der Mensbrugghe 
a expliqué l'expérience de M. Lippmann décrite ci-dessus. 

Toutefois, on doit remarquer que cette explication, qui serait la 
seule possible si les fluides en contact étaient tous deux conducteurs, 
peut fort bien ne pas être la seule lorsqu'un des deux fluides est un 
électrolyte; le phénomène observé par M. G. Lippmann peut alors tenir 
à ce fait que l’état d’électrisation d’un électrolyte polarisé dépend de 
l'étendue et de la forme des surfaces qui le limitent (‘). Il convient de 
réserver toute conclusion à ce sujet jusqu’au jour où nous serons mieux 
renseignés sur la distribution qu’affecte l’électricité sur un électrolyte. 


Conclusions. 


Les principes par lesquels, dans un autre Ouvrage, nous avions 
cherché à rendre compte de la différence de niveau potentiel qui sub- 
siste durant l’état d'équilibre entre deux conducteurs contigus nous 
ont permis, dans un précédent Mémoire et dans celui-ci, d’arriver à 
quelques résultats nouveaux dans l’étude de la pression électrique. 
Cette étude, faite en détail, d’abord pour les systèmes formés de con- 
ducteurs sur lesquels l'électricité est en équilibre, puis pour les sys- 
tèmes formés de conducteurs parcourus par des courants permanents, 
enfin pour les systèmes qui renferment des électrolytes, nous a fourni 
une théorie nouvelle des phénomènes dits electrocapillaires. Nous avons 
vu que ces phénomènes ne peuvent se produire au sein des systèmes 
qui ne renferment que des conducteurs, si l'équilibre électrique est 


(1) Le présent Mémoire était déjà rédigé lorsque, dans la séance du 20 mai 1887, M. Pellat 
a communiqué à la Société de Physique une explication du phénomène découvert par 
M. Lippmann, explication analogue à celle que nous indiquons ici. « C’est là un phéno- 
mène découvert par M. Lippmann, dit M. Pellat, et dont l'explication n’est pas douteuse 
aujourd’hui que nous connaissons l'existence des couches électriques doubles; le cireuit 
étant fermé, la différence de potentiel entre l’eau acidulée et le mercure est constante; si 
l'on fait varier l’étendue de la surface de contact, on est dans le même cas que si l'on faisait 
varier l’étendue des armatures d'un condensateur maintenant constante leur différence de 
potentiel : la variation d’étendue entrainerait un courant de charge ou de décharge. » 
(Séances de la Société française de Physique, 1887, p. 130.) ù 


se 
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établi sur ces conducteurs. Si ces conducteurs sont parcourus par des 
courants permanents, le système présente des phénomènes analogues 
aux phénomènes électrocapillaires. Mais les véritables phénomènes 
électrocapillaires ne se produisent qu’au sein des systèmes qui renfer- 
ment des électrolytes polarisés : ils sont dus à la différence qui existe 
entre la distribution de l'électricité en équilibre sur un conducteur et 
la distribution de l'électricité en équilibre sur un semblable électro- 
lyte. Le défaut de connaissances touchant cette distribution vient seul 
limiter l'étude analytique des phénomènes électrocapillaires. 

Nous aurions pu simplifier un peu cette étude en admettant, comme 
on le fait en général, que le niveau potentiel est constant à l’intérieur 
d’un électrolyte en équilibre; mais nous avons préféré n’introduire 
aucune hypothèse contestable. 

Quelque incomplète que soit jusqu'ici cette étude, une conclusion 
peut, dès maintenant, en être dégagée de la manière la plus certaine : 
l'interprétation des phénomènes observés par Draper n’est pas celle que 
M. G. Lippmann a donnée; la constante capillaire relative à la surface 
de séparation de deux fluides a une valeur indépendante de leur état d’é- 
lectrisation ; plus explicitement, lorsque l'équilibre électrique est établi 
sur un système de fluides électrolytiques ou non, la surface de sépara- 
tion de deux fluides quelconques est toujours déterminée par l’équa- 
tion de Laplace; le coefficient du binôme des courbures dans cette 
équation dépend uniquement de la densité et de l’état des deux fluides 
en contact et nullement de l’état d’électrisation du système. Mais, si 
l’un au moins des deux fluides est un électrolyte, la quantité qui forme 
le second membre de cette équation, quantité qui a la même valeur en 
tous les points de la surface considérée, est une fonction de l’état d’é- 
lectrisation du système, et c’est par là que s'expliquent les phénomènes 
dits électrocapillaires. 

Ainsi les phénomènes en question peuvent s’expliquer au moyen 
des seules lois connues de l’Hydrostatique et de l'Électrostatique, sans 
faire intervenir aucune propriété électrique nouvelle de la matière, 
aucune variation inexpliquée de la-constante capillaire. C’est, nous 
semble-t-il, le grand avantage de l’application de l’analyse aux phéno- 
mènes physiques, de réduire au minimum le nombre des lois premières 
et irréductibles. Au contraire, le physicien qui prétend se passer du 
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secours de l’instrument mathématique est aisément conduit à imaginer 
une propriété nouvelle de la matière toutes les fois qu’il a à expliquer 
un phénomène quelque peu étrange et dont les liens avec les lois déjà 
connues sont assez complexes pour ne se point laisser débrouiller par 
le raisonnement privé de son arme la plus sure et la plus pénétrante. 


SUR LES TERMES COMPLÉMENTAIRES 


DE LA 


FORMULE SOMMATOIRE D’EULER 


ET DE 


CELLE DE STIRLING, 
Par M. N. SONIN. 


SSS SS 


Dans la formule d’Euler (6 = a + mh), 


RIT flat kh) ae J(u) du — Zh f(b) — Je Er 1(b) — f'(a Nic aees 


k=9 
Bay hi? = 4 ; 
ile tare oer Lens CET 


le reste R, peut être représenté par l'intégrale 


ATP PER 
Rem. up Bei G,2¢F dL, 


(an)! 
où l’on a admis 
m—i4 


Son (t) =p. LA (a+ kh + ht) + Fa + kh +h — ht)], 


k=0 
et o,,(¢) désigne le polynôme de Bernoulli qui conserve le signe de 
(— 1)" et croît numériquement en même temps que ¢ croit de o jus- 
qu'à 5. 
Supposons que S,,(2) conserve le signe « = + et décroisse numéri- 
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quement lorsque ¢ croit de o à £. Dans l'expression 


nie 


h2n+1 
—a(—1)"R,= Bae a&Son(£).(—1)” Gan (4) dé, 


nous aurons sous l’intégrale le produit d’une fonction positive décrois- 
sante 4S»,(¢) par la fonction positive croissante (— 1)" %o,(¢); par con- 
séquent, l'intégrale dont il s’agit aura une valeur qui sera évidemment 
plus grande que celle de l'intégrale 


i 


f a8an(4)(— 1)" Gant) de 


et en méme temps, en vertu d’un théoreme connu de M. Tchebychef, 
elle sera moindre que celle de l’expression 


wi= 
whe 


il Bente) ae. (—1)” Dent) dt: 4, 


| -amier eat aol à 21 far 2n— a 
où le premier facteur est égal à s I?" (b) — f"(a)], tandis que 
l’autre a pour valeur 4B,,_,. On obtient ainsi 


m—1 


D. a f"(a+ih+ kh) 


k=0 


De R?2r+1 
(2n)! 


B,,-; ne 


<— a(—1)"R,< (ony! 


o I el (b) _ ‘faa (a)], 
ala seule condition que S,,(t) conserve toujours le même signe et décroisse 
numériquement lorsque t croît de o a‘. 

Si l’on admet que 


al 
afr(a+ih+kh) > [ a f#"(a + 4h + kh + ht) dt, 


“0 


comme cela a lieu, par exemple, lorsque «/f?”(a + !} + z) est une 
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AY 


fonction positive décroissante pour o < 3 < b — a, nous aurons oe 


mm —1 


Dos (a+th + kh) > f afrr(atith+ht)dt 
0 


k=0 


œ 2n— 2n— 
= leet (b + th) — f(a + $h)) 


et, à plus forte raison, 


Ban-1 non 
(2n)! 


—a(—i)R > ON ee att) = JP (ae Fe) 
où l’on peut remplacer f?”-'(b +h) par f?”-'(b). En ce cas, nous 
pouvons écrire 


Bons 2°" 


eee st) (an)! 


[f2?-1(b + Oh) — f2"—"(a + Oh), 0<O<H. 
Cette expression du reste remplace celle de Jacobi avec grand avan- 
tage, aussi bien au point de vue de la méthode que nous avons suivie 
qu’à celui des applications pratiques. 
Pour le développement de logl(1 + x), on peut trouver 


B B 
logT (1 + x) =4 logan +(x +4) logr — x + D vs nia ae 
: Blt 


n B:»-3 
# (2n — 3) (2n —2) 


da —?21+3 = 1)” Bon-1 (ax Qg)-22+1 


EX (2727 —1)2n 


et, en particulier, 
1 
T(i+2)=Vare ?e LT oc 0 <a 


Cette formule doit désormais remplacer celle que l’on emploie ordi- 
nairement 


1 
ae 


eee rh uD 
Tii+a2)=V2re *%e wT Be, RÉALISA 


Il est à remarquer que pour la plupart des applications suffit la for- 
mule 


vie 
T(i+x)=V2r(æ +0) 3e-1, CURE, 


“ 


| 
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équivalente aux inégalités 
T + 
-te-V(i+ 7) <Van(e +4) 


Ver: vii + 


Sed 


qui donnent déjà pour x —1 
HeLTr<Ee, 
c’est-à-dire 
2,9796...< 7 < 3,6945 


Varsovie, le 8 avril 1889. 


Extrait d’une Lettre de M. Sonin a M. Hermite. 
La question sur laquelle vous avez bien voulu appeler mon attention 
se résout assez facilement et plus avantageusement que ne permet de le 


faire l'application de la formule générale comme il suit. 
a dé 


Partant de la formule 
= 
. I 
logl' (x) —4 logan + (x — À) logx — x + - { 
2) 10g 0 
et employant Videntité élémentaire 

+r? r , - 9 

pa (— sD hag es (— LEE 
AE æ?n—3 Piel € = €?) ? 

5 


on est conduit à discuter le reste 
E2n—2 dé 
p2n-3( op? + E2 


Ree if log (i= gat) 


où il est avantageux de poser § = xy, pour obtenir 
dn 


2AXT ) pected lt 


I+ 1 


,0 


I 
—(—1)"R,= =f n°? log(1— e- 


,0 
. . one I 
€ 1 à 2 2 . 2 ; 
La limite supérieure a n°" log(i—e 272%) dy du second membre 


se trouve immédiatement, Quant à la limite inférieure, pour la déter- 
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miner, il faut développer le logarithme, ce qui donne 


Qi f° ae 
(= RS x = 22 g—2Thxn, ; 
( ) n _ I à N re 


K=1 


En considérant le terme général de cette série et le représentant 
sous la forme 


J : 2N—2 p—2ATKh(xL+A)1 ener! 
Fs Gime Ue inet a>0, 
0 


on voit tout de suite qu’il sera plus grand que 


bey = : 
ef nr 2e2-2Th(x+0)n din, 
0 


lorsque, pour 1 >> 0, on aura toujours 
GATOS a En? er Oo CR 
Il suffit évidemment que cette inégalité soit satisfaite pour 4 = 1. 


En posant 
Y = e?%an — 1 — g?, 


on trouve 
— = 27a e771 — on, 
dY 
! = (2mA) erat a 
Ha = (272) 
ao CNRS : ator ea ay ey 
et, comme la dérivée da? reste toujours positive, on conclut que da 


croit toujours depuis (27a)? — 2 jusqu’à x pour les valeurs positives 


de y. Supposant 
(TC) ET 


dY ee 
on trouve que ae atteint son minimum pour 
(ra) era" 


Ce minimum est égal à 


I peel I 2 2 
—|1—log = pcs log2en? a’, 
Th (27) Ta 
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7 


; : Y 
iti ies — reste 
et il sera positif lorsque 2en?«? >1. En ce cas, la fonction 7 
toujours positive et, par conséquent, la fonction Y est croissante depuis 
Y — 0, c’est-à-dire aussi HDi 
On en conclut que, pour «2 ar la valeur de l'expression —(—1)"R,, 
2€ 


sera plus grande que 


Sy ae 2h? e-2T(x+H)H dn — =e rn —2 log[1 a e-imiaeayn] adn. 
T eo 


Ket 


On parvient ainsi au résultat suivant : 


logT (a) =}logan + (x —5)logx — x + Bs ata Patt. 
Ban 3 —2n+3 Ban-1 oo 
HU Ron ÉE ayant cae 
DO Ab = LOO ae 
TV 2e 


Je profite de cette occasion pour vous communiquer un autre résultat 
relatif à la fonction F(x), à savoir : si l’on pose 


Q2—= logT (1 + x) — logT(1 + p + x) +plog(x + 2), 


on aura 
P°<1, 
als (+ +1+ Ph < = 1 by 
24 2 p(p?—1) 24 LES 1 
p>, 
LE = di i Q I p+t 1 —? 
ale | 2) <= <a? à 1) L 


La démonstration de ces formules se trouve dans un Mémoire assez 
étendu Sur la fonction discontinue [x] et ses applications, qui paraîtra 
sous peu dans les Annales de l’Université de Varsovie. 


INTRODUCTION 


THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES; 


Communication faite à M. HERMITE, 


Par M. MATHIAS LERCH. 


1. Nous nous occuperons de l’intégrale définie 


“ dt 
® ; = 3 
8 


æ étant une quantité réelle assez petite pour que la fonction sous le 


signe af reste finie et déterminée pour chaque valeur de ¢ appartenant 
à Vintervalle (o...æ). Évidemment, le module # pourra avoir une 
valeur finie quelconque, réelle ou imaginaire, que nous supposerons 
différente de zéro et de l’unité, pour éviter les seuls cas particuliers 
k—o, +1 qui peuvent être supposés déjà établis. Afin de pouvoir 
généraliser cette fonction (x), mettons-la sous la forme 


æ dt 


(1) w(2) = f Vu—Pa)U— Pea), 


qui provient du changement de ¢ en ta; c'est cette expression de 
®(a) qui nous servira à étendre la fonction ®(x) aux valeurs imagi- 
naires de x. En effet, x, & étant des quantités finies quelconques, |’in- 
tégrale (1) aura un sens déterminé et, par conséquent, une valeur 


finie, lorsque la fonction sous le signe / sera finie et déterminée pour 
chaque valeur de ¢ contenue dans l'intervalle (0... 1). 


4 4 + À AS. re : 
ee LA nt sous is. ne ‘fe devient infini € 
WA: 
; at ou lorsque 1 — a2? =0;commet parcourt I’ in 


~ fonction sera infinie pour une certaine valeur appa t 7 
valle. lorsque a appartient aux segments de Vaxe real (us 2 


Ur 
eu (Ge. — 1) ou aux di a ) (- D... — de la droite, - 
menée par les points + 7 dans le plan des x. Ce sont les coupures 


correspondantes i à porn (x), pour parler comme M. Hermite. 
Nous les représenterons par I, HOUSE Ge 1). NS 


¥ 


Fig. 1. 


Pour toute valeur de + en dehors des coupures, la fonction sous le 
signe J sera finie pour chaque valeur de ¢ de l’intervalle (o...1). 


Il s’agit encore de prouver que ladite fonction y reste: déterminée. 
En posant, pour abréger, R(z) = (1 — s?)(1 — #22), il suffit de mon- 
trer que la fonction YR(æe) reste finie et déterminée quand on choisit 
l'une de ses deux valeurs dans un point particulier, par exemple au point 
x =o [et où nous ferons VR(o) =1 J, pourvu que la variable x reste hors 
des coupures et que la variable ¢ ait une valeur de l'intervalle (o...1). 
Or, sous ces conditions, la quantité s — æ4 sera aussi placée hors des 
coupures, et il suffit donc de considérer la fonction VR(s). 

Il est presque évident que cette fonction reste uniforme à Vinté- 
rieur du plan affecté des coupures I...1V('). Car, en effet, on s’as- 


FREE (3 Pour abréger la diction, j'écrirai Dpt le plin | x ]au lieu de le plan affecte 
wa des coupures. 


THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 265 


sure, à l’aide du théorème du binôme, que cette fonction peut se mettre - 
sous la forme a, + a,(s —2,)+a,(z — 5))?+..., la série étant con- 
vergente et représentant /R(s), lorsque z se trouve à l’intérieur d’un 
cercle ayant z, pour centre et ne contenant à son intérieur aucun point 
des coupures. Une digression facile prouve que cette fonction ne peut 
avoir qu'une valeur déterminée dans chaque point du plan [x+|. J’écri- 
ral [VR(<)] pour désigner la fonction VR(z), uniforme dans le plan 
affecté des coupures I...1V, qui pour 2 — 0 est égale à +1. 

Je dirai aussi que [VR(z)| est une expression déterminée ou une 
branche déterminée de la fonction VR(z). 

Soit maintenant 


Ay + a, (5 — 39) + Qi — 3) +... 


la série qui représente VR(z). Cette série sera convergente à |’in- 
térieur du cercle ayant à =, son centre (fig. 2) et passant par le 


His 


. . . I oe 
point singulier (ea, +;) le plus voisin (dans la figure par le 


point 1); mais elle ne sera égale à l'expression (branche) [VR(<)]| que 
lorsque s se trouvera dans la Partie blanche de notre cercle, tandis que 
dans la partie Aachée ladite série sera égale à — [VR(s)], comme il 
est aisé de le voir. C’est ce qu'il est nécessaire de remarquer pour dis- 
tinguer entre la fonction analytique multiforme VR(z) et entre l'ex- 
pression déterminée [VR(z)]: 

Done, en prenant sous le signe 4) pour la racine VR(æx£) la valeur 
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[ VR(wz)], on voit que cette fonction reste finie, déterminée et continue 
par rapport à la variable ¢ restreinte à l'intervalle (o... 1). 
Revenons maintenant à l'intégrale 


* ædt 


(1) D(z) = ——— 9 

0 VR(xt) 
qui est une expression finie et bien déterminée, dépendant d’une ma- 
nière continue de la variable +. Comme elle est de la forme 


1 
D(x) = æf(rE) dt, 


f(æt) étant une fonction analytique de la variable réelle ¢, nous au- 
rons, en employant la règle de la différentiation sous le signe PC 


1 


d 


= [ [refer Manlae= fo Fly (xed 


ou 
À 


d 
7p P(e) =[tf (#2 = (2); 


c 
c’est-à-dire nous aurons 


EXACTES Fel ew ' 
ee [VR(æ)] 4 IE — x?)(1 = ka®)| 


Cela n’exprime autre chose que ce qu'en posant x = + 7 l’expres- 
sion 
I 


est une différentielle totale. De la nou$ allons conclure que l’expres- 
sion (x) est une fonction analytique de la variable complexe x. Soit 

a es , 
en effet, x, un point quelconque en dehors des coupures : on sait que 


a®— (dg + ide") 


(1) La déduction de cette règle, « 3 i 
2516, que je suppose connue, n'offrirait aucune diffi 6 
méthodique. te ie et 
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la quantité el pourra s’exprimer par une série de la forme (') 


I 
a = Ci + Oa (2 — Lo) + Cr — 2j) +..., 
VR(æ) 
convergente dans la partie blanche d’un certain cercle construit au- 
tour de x, (fig. 3). Formons la série 


(A) pta)=a(r— 20) + (em) +. + (am) +, 


convergente dans le même cercle. Or, à l’intérieur de la partie blanche 


de ce cercle, nous aurons 


DOL) Aye 11 


—— ee a 
dz JR 
comme on a coutume de l’établir dans les éléments de la théorie des 


fonctions. 


En d’autres termes, 
do(x) _d®(x) 


2 ear er ir | 


ae dx 


pourvu que æ soit à l’intérieur de la partie blanche du cercle consi- 
déré. Donc, en posant æ = £ + 72’, 9 et ® seront des fonctions de deux 


variables £, £’, telles que 


D) D) MM 
ANR AN ee PO MNT 


(1) L'écriture de [V/R(x)| est assez incommode, ce qui nous conduit à supprimer le cro- 
chet, en conservant toutefois la notion de l’expression YR(x). 


ce qui exige que ® — 9 soit constante; il vient de là 


nage des points de ces coupures. II est clair d’abord que la série (A) 


" ian 
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RUE be my 4 
‘ ren xy 


; : x 1 | 
(A) (a) = ey + (ae — a0) + term) He Ol — Lo Penny 


| | À 
ce qui prouve que la fonction peut être représentée, au voisinage d’un 
point quelconque, par une série de puissances, de sorte que PE) ; am 
est une fonction analytique de x. : MI EE 
Mais cette fonction n’était définie qu'en introduisant les coupures 
1...IV, et ilnous reste à examiner comment elle se comporte au voisi- 


converge pour toutes les valeurs de x qui se trouvent représentées par des 
points situés à l’intérieur du cercle, à centre x,, qui passe par le point L 


at 
k 
sion ®(a) que dans la partie blanche de ce cercle. De Ja il suit que la | 


fonction analytique définie par l'expression ®(x) existe sur tout le 
, * 


critique (= es ) le plus voisin, mais qu'elle ne représente l'expres- 


plan des x et n’a que quatre points critiques +1, + 7 Elle est né-_ 


cessairement multiforme, sans quoi sa dérivée serait uniforme. Mais 
il s’agit de voir et de connaitre les lois qui unissent les différentes 
branches de cette fonction, ce que nous allons chercher en supposant 
d’abord que la quantité Æ ne soit pas réelle. | 

Dans la partie hachée du cercle (x,), la série (A’) représente une 
quantité autre que ®(x), puisque sa dérivée (A) y représente la fonc- 
Do, ce qui conduit en même temps à affirmer que, dans 


[VR (æ)] 
ce cas, la valeur de la série (A) sera de la forme C— (a), C étant 
une quantité constante. On en déduit qu'en représentant par a’ ou +” 
le point a de la coupure suivant qu’on le compte pour un point du 
bord droit ou gauche, et en écrivant P(x’) au lieu de lim P(E), on 
iG ee. 


aura 


@(2x') + O(x")=C, | 


la constante étant la même le long d’une même coupure. C’est la loi 
qui lie les valeurs de l'expression ®(a) le long des bords d’une même 
coupure. Afin d'obtenir la valeur de la constante C, il suffit d’appro- 
cher æ du point critique duquel part la coupure correspondante. II est 


CA ya 7 5 al - * = 
RS = Stevia ae. c , jj 1 À 


| ton P(x) reste Menu au voisinage des points critiques, i SE TRS 
te que nous aurons C = 2@(c), c étant le point critique corres- 
nti à la coupure envisagée. Par exemple, sur la coupure I, ona 

7 : à. Far 
L C=2d(r), É à 7 is | 


dt | 
ag + — CRE NS 
(= lin (2) = faste K(k); | 


sur la coupure III, ona | 

es we ; ee. Sleek, 

rf uisque a | » 
D(— 2) = D(x). 


a "1 . CNRS . : i 
2: - D(x')+D(x')—20d wt . 4 L : 
où Ve een 
sais, | : dé 1 
NE 1 ka CITE ae dt dt. 
is = iene = EE EE : > 
t EOE, ee «) eee wy Te z 
= EM om, 2 
2 T ë | 4 
| dosorte que K’= > = K @ 
oa: la il suit : | 
_ L'expression D(x) défi init une DES analytique multiforme u 
ayant que quatre points critiques + 1, ee ; lorsque la valeur de cette 
SR. fonction u, au voisinage d’une coupure |, IL, III, IV est P(x), elle sera 
a donnée, sur le côté opposé de la même coupure, par l'expression 
2C — D(x), pourvu que la fonction u doive rester continue. Les valeurs 
de C D 7° aux coupures 1,11, TI, IV sont respectivement K, kK’, | 
ARS KP: | ; 


an die de l’expression uniforme ®(x) facilite essentielle- 


LT 


A et "MATHIAS Lente LOS 
© ment l'étude de la nat u. C'est en me placa tau 
la théorie des intégrales imaginaires, développé dans u | 
M. Hermite à M. Mittag-Leffler, que j'ai été conduit à à éviter la thé 
_des intégrales curvilignes dans les éléments de la théorie des fonc- 
| tions elliptiques. Le rôle capital que jouent les coupures des expres- 
sions analytiques dans l’étude des fonctions définies par celles-ci y est — 
mis en évidence plus d’une fois. On en trouve des applications dans 
deux Mémoires de M. Goursat, publiés aux Acta mathematica. 
Il nous reste encore à RS la valeur à laquelle parvient la fonc- 
tion uw lorsque la variable x parcourt un certain chemin fermé C( fig. 4). 


La , 
z ? ‘ ; “3 : ‘ À ; 
Supposons d’abord que ce chemin ne contienne a son intérieur que 
ic, are I a 
deux points critiques, r et x par exemple, de sorte qu'il ne rencontre 


Æ + A 
que deux coupures, dans notre cas I et II. Alors la fonction w, partant 
de +, avec la valeur D(x,), parviendra à a’, avec la valeur 


> 
(x)= 2K" — O(a") 


et prendra le long de C la valeur 2K” —®(a:), jusqu’à ce qu'elle par- ¢ 
vienne au point +! avec la valeur gee 


“i 2K"— @(2',) = 2K"— 2K + ®(2%), 


a de sorte qu'elle retourne au point x, avec la valeur 7 
‘ aro y . ; 

wee : 
Be | D(xo) +2(K”—K)=u,.+ 21K’, 
Se “th en posant 7K’ = K” — K. 


Observons que la ligne C se décompose en deux parties limitées par 
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les points æ,, æ,. Celle qui contient le point x, porte les valeurs de 
la forme u — ®(x), tandis que la seconde partie, contenant le point «,, 
porte les valeurs de la forme 2K” —®(a). Il est done tout naturel 
que, en partant de x, avec la valeur vu, = ®(x,), on y retourne avec la 
valeur uw, — 2tK’, ce qui provient de la discontinuité de la fonction 
(expression) P(x) le long des coupures. 

Lorsque la variable x décrit une ligne fermée entourant seulement 
les points (—1...1), la fonction w recevra un accroissement de la 


forme + 4K (fig. 4). 
Mio: 


II { 


Xz, 


L’accroissement analogue provenant du chemin fermé contenant à 
. he . I . . 
son intérieur des points + 7 sera 4K” (fig. 5). Lorsque la variable x 


décrit une ligne fermée ne contenant à son intérieur que le seul point 


Fig. 6. Rigor: 
Pr Ga 
ah 
À 
Le 
ee 


critique x =1 (/fig.6), la fonction w recevra la valeur 2K — u; lorsque 
. . . 5 . Fe . I 
le chemin de la variable æ ne contient à son intérieur que le point 7 
(fig. 7), la fonction recoit la valeur 
2K"—u—2K'i+ 2K —u. 
En appelant période chaque expression de la forme «. 4K + 6 .27K’, 


a, 5 étant des nombres entiers, on s’assure aisément que le théorème 
suivant a lieu : 


Lorsque la variable x décrit une ligne fermée ne contenant à son inte- 


ne 
Là 


ee 
be 1 + Ra 


pr 
période + ri — 4, ou période + 


€ Supposons maintenant que la variable x Ais te fermée oi 
quelconque, ne passant, bien entendu, par aucun point critique. 
Lorsque la variable æ franchit une coupure, la valeur de D(x) se “Sy | 
_ change en période + 2K — (x). at. +5 
Due notre figure (fig. 8), le chemin rencontre les rod aux 


CES 


Fig. 8. 


points 2,,.2,, 2,24, 5, &. Supposant alors que l’on parte de x, avec 
la valeur d(x,) de la fonction u, cette fonction sera donnée, le long 
dés arcs aX,, LT, 2, Xs, LyX, L,Ls, Uy, Le Ly, par des expres- 
sions de la forme 


W(x), 2K— O(a) +p, D(x)+p, 2K—O(x) +p", D(x)+p", 


2K—D(x)+p", D(x) +p’, 


or les symboles p, p', p’, ... représentant des périodes. Done : 
La continuation analytique de la fonction (x) ne conduit à d'autres * 
; valeurs qu'à celles qui s'expriment par l’une des deux formules 
| D(x)+a.4K+B.oiK', 2K— D(x)+a.4K+6B.2ik’, 
2 el réciproquement, quels que soient les entiers a, 3, on peut trouver des 


= , chemins qui conduisent à une quelconque de ces valeurs. 
~*~. 


cee. La seconde partie du théorème se vérifie en remarquant qu'il suffit 
de faire parcourir à la variable æ un chemin entourant les points -- 1, 1 


Le 
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a — fois dans un sens, et un autre entourant les points 1, 7 8 — fois, 
“8 ON . ; 
pour obtenir la première expression, etc. 


Dans ce qui précède, nous avons supposé que le paramètre & n’est 
pas réel; autrement les coupures auraient pris une autre position rela- 
tive. Supposons maintenant la quantité & réelle, entre o et r. Alors 


l'intégrale 
D(æ) Ee æ dt 
r Va —2??)(1— kat?) 


existera dans tout le plan, sauf les coupures (— æ...1), (1...) 


CCE NE 
CEA VK) 
en évitant seulement les points des coupures (- Lene 1) (; . 1); 


situées sur l’axe réel. Mais la dérivée 


sera uniforme, 


k k 
aura la méme valeur le long des 


et il s’ensuit que l’expression ——— 
’ VR(x) 


deux côtés des coupures (20), (— =... — 20), tandis qu’elle aura 
Pp ? 2 q 


’ I I Là 
des valeurs opposées le long des coupures 1... >}, ( — 13): Repré- 


k 
sentons par A, A’ les premieres, par B, B les secondes coupures. Nous 
aurons alors, le long de A, A’, 


®(z') = @(2") + const., 


et le long de B, B’, 
D(x') + ®(x") =const. 


La constante correspondant à la coupure B sera évidemment 
D(x') + D(x) =D) 3K. 


tandis que, sur la coupure B’, cette constante sera — 2K. 
Afin d’obtenir la constante relative à la coupure A, posons 


D(x")—D(x/)— 00, ve (ge): 
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En écrivant 
I ; k 
© (3 0.) = lim (7 = si), 
a e—0 


on aura évidemment 


ce qui donne 


et il nous reste à évaluer la quantité D(7 +0. i). Posons, à cet effet, 


tees 7 e?, 9 étant un petit angle positif; nous avons 


FALL 
D(xz) — a 
EF (: == née ei?) (1 — met) 


ei? dt 
= re a 
Ug Vi Ce )h(E Fite?) = ie 


~ 2e a 7 À + 7 ‘ & 
Lorsque 9 s'approche de zéro, la première intégrale converge vers K, 
et il suffit donc de considérer la seconde. 
On voit aisément que la partie imaginaire de la racine 


ù 
Co Bas 


Vire Lei?) (1— Pe?) 


est négative, de sorte que nous aurons 


1 1 
k ns 
im f. = if =: x = NT 
fre a5 V(@—1)(1— Ke?) 


Ce K'e, 


ce qui donne 


et par là nous aurons, le long de la coupure A, 


D(r+o.i)— D(xr—o.i)—o2ikK,, 
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et, le long de A’, 
O(x +o.t) —O(x — 0.1) = 20K’. 


En appelant période chaque quantité de la forme &.4K + 8.2K’, 
a, $ étant des entiers, on trouve qu’aussi, dans ce cas, les expressions 


(x) + période, 2K — D(x) + période 


coincident avec l’ensemble des valeurs, auxquelles on parvient par la 
continuation analytique de l’expression (x). 
On trouve un résultat semblable en supposant 4 > 1. 


2. Nous aurons besoin de connaître les limites desquelles appro- 
chent les expressions ®(a) quand le module de æ croit au delà de 


. 5 G 5 3 “ I 
toute limite. Soit d’abord & imaginaire; supposant |x| > , > 1, nous 


aurons 
(1) am. 1 eo = fi I a 
dx R(x) rai Ta ; oe ae ee 
Rx / 1 à I = 
\ ( a ( he ig 
. a as As A Pe ey 
et, comme la fonction — = = + . « —...ala même dérivée que 


P(x), il s'ensuit 


ay Ay CA 


2) ASS ge 32° ~ 525 

Mais on ne doit pas oublier que le développement (1) ne subsiste 
que dans une région ne contenant aucune coupure. Il y a quatre ré- 
gions de cette espèce, limitées respectivement par les coupures I-II, 
ILI, I-IV, IV-I (g. 10). Dans chacune d’elles, le développement (2) 
prend une autre forme, c’est-à-dire la constante a, et le signe des 
autres coefficients a peuvent changer. Mais il est manifeste que la 
quantité ®(æ) s’approche toujours de la valeur correspondante de a, 
lorsque x s'éloigne à l'infini en restant cependant dans une même 
des quatre régions. Nous écrirons a, = D(æ),n, lorsque x se trouve 
dans la région I-II, et ainsi de suite. 

Rien n’est plus facile que de déterminer ces quatre quantités ® (x). 
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En effet, nous avons, d’après les propriétés de (x) établies plus 


haut, , ™ 
Dion + O(%) n= 2K + 20K’, 


® (00) 1-11 + D ()in-1y = — 2 K, 


Fig. 10. 


et en même temps il faut que l’on ait D(—x) = — P(x), d'où 


® (©) in-ay =— D (rt, 
ce qui donne 
\ ® (c)r1 =— 0K. + iK', 


4 ( ® ()ip-m = CK’. 


Les valeurs de ®(æ) sont donc de la forme 


iK’+ période ou 2K — iK'+ période; 
car ona 
— (K/= (K'— 27K’= IK’ + période, 
2K + (K’= 2K — cK’ + 2/K'’= 2K — iK’-+ période, 
— 2K —iK’= 2K —/K’+ 4K = 2K —iK’ + période. 


Lorsque # est réel, on n’a que deux valeurs (sc) qui, d’ailleurs, ne: 
different que par le signe. On a (fig. 11) 


D(M.) = ®(N,) =— ®(— M.) 
et, d’autre part, 
DIN )— ®(—M,) = 21K’, 
ce qui donne 
DIN )— ik’. 


L $ 
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On a donc 
@ (oc) —+iK, 


et la continuation analytique de ®(x) conduit à des valeurs de la 


Fig. 11. 


forme cK’ + période et 2K — 7K’ + période, x devenant infini. 


Une propriété du rapport des périodes. 


. : Le : é 
3. Nous aurons besoin de savoir que le rapport TT ne peut jamais 


être un nombre rationnel, en supposant que #? diffère de o et der. Je 
démontre d’abord que les quantités K’z,K ne peuvent jamais s’annuleren 
même temps; car, si l’on avait en même temps, pour une certaine va- 
leur de 4 différente de o et de +1, K = 0, K'— 0, la fonction analy- 
tique wu définie par l’expression (x) n’admettrait que deux valeurs 
différentes-pour chaque valeur de x, à savoir + (x). Alors u? serait 
une fonction analytique uniforme égale à @(a)? et elle resterait infé- 
rieure à une limite finie, comme l’est (x). Or cela exige que l’on ait 
u? = const., chose impossible. 

On voit de même que l’on ne peut avoir KZo, K’= 0; car, dans ce 
cas, la continuation analytique ude la fonction ®(x) serait de la forme 


uTi 
+ O(x) + «.2K (a = entier), ce qui conduit à affirmer que e * serait 
une fonction analytique f(x) qui n’admet que deux valeurs différentes 


Dur) = De | I - f ies ; : 
e «, de sorte que f(x) + Fa) serait une fonction analytique uni- 
forme de la variable x, fonction qui reste moindre qu’une limite, chose 

I 


impossible puisque l'hypothèse f(x) + Fran a const. donne. 


Sl 2) = Const, d'où ®(x) — const. 
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On voit de la même manière que l'hypothèse K'Zo, K =o n est pas 
admissible. 


: . K'é 
Nous allons maintenant prouver que le quotient 


K 


à : QUES : 
étre un nombre rationnel = En effet, supposons qu’on ait, au con- 


ne peut jamais 


traire, 
ae. 
K 9 
21K' 2K ; ES f »s de la fone 
Posant © = = a on voit que | ensemble des valeurs de la fonc- 
P ¢ 


tion wu définie par élément ®(a) est de la forme 


u—=+®(xr)+aw («—entier); 


2u Ti 


d'où l’on voit que, en posant f(x) =e ® , la fonction f(x) + Fiz) 


est uniforme et reste contenue au-dessous d’une limite finie, ce qui est 
impossible. 


Inversion. 


4. Nous avons vu plus haut que la fonction ®(a) vérifie ’équation 
différentielle 


la continuation « de ®(x) aura donc cette propriété qu’elle vérifie 
l'équation différentielle 
dus - 1 


dr 7 VR(e) 


où VR(æ) représente ou [\ R(æ)] ou — [\ R(æ)|, suivant que la branche 
correspondante de la fonction w est de la forme 


@ (a) + const. ou de celle-ci — D(x) + const. 


RW IE PONT à nicky he = x : ver 
Si l’on pouvait montrer qu inversement + peut être considéré comme 
une fonction de w, on aurait une solution de l'équation différentielle 


dx 


du = VK(x) —\/(1 — #7) (1 — Az), 


(1) 
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où uw est une variable indépendante; mais on parvient au même but en— 
étudiant cette équation différentielle directement, comme l'ont fait 
Briot et Bouquet. Nous suivrons la même voie, mais nous croyons né- 


; - , , 2 \ # = 
cessaire d'entrer, en quelques détails très délicats, dans cette ques- 
tion. 


Il faut d’abord démontrer le théorème de Cauchy : 


Etant donnée une équation différentielle de la forme 


2 ee = v 
(2) Fy Sele — 20) 
V= 1 
dont le second membre est convergent sur le cercle tr @| = 7, sur le 


quel le maximum de son module est g, cette équation sera satisfaite en 


posant x = f(u|u,), où f(ulu,) est une fonction exprimable par une 
série de la forme 


(3) J (| Wo) = &o+Ÿ Cu — w)’, 


V=T 
r 


= 
ae 


et dont le rayon de convergence est au moins égal a 


[Cette solution est la seule qui s’approche de x, lorsque wz tend vers 
uy (').] Ici u, est une quantité choisie à volonté. 


Démonstration. — Si l’on sait que l’équation (2) est satisfaite par 
une fonction holomorphe au voisinage de u,, on obtient immédiatement 
le développement (3), en observant que les dérivées de x par rapport 
à u s’obtiennent en différentiant l'équation (2). On trouve, en effet, 


dn+2 x 


ao 
= N° (mm) Es 
dur+? dud Gris Geo)", 


n+2 
1 —0 
ou C!*, représente la somme 
D Les (pi 21) (ba bat Us — 2) (Ba Bates + Brie) y, Aus ee Uy es 


Us Yoo, ce Una 


(1) Nous laisserons de côté cette dernière partie du théorème, puisqu'elle est contenue 
dans une propriété beaucoup plus générale des intégrales des équations différentielles, dont 
j'aurai l’occasion d'employer quelques cas particuliers. 


: Fan ! 
7 vy LA 0] al 
Out 
> Sc 


ue à toutes les solutions de 
Fa “ 


Bah Babee oh Bn = + 


ay pee 
vl = D” Len, = vl Cy a 


Fe 
y! Fy (Qos ¢ As Gay, tue 


i 
5 


i 


À 
où F, UP une somme de la forme _ 


ZEN. PLUIE ory 


dans laquelle Nagy... sont des nombres entiers positifs. C’est done 137 +5 
série | ‘ >. MO 


me bis) es Gat = n+) AR Ses ct (uw — Ww)” 


y=1 . —_ 
+ , 


qui peut vérifier l'équation eae: Il faut d’abord "Hs, 
le rayon de convergence. J’observe, à cet effet, que l’on aa, gr" et, 
d'après la formation de la fonction pes 


( ’ 
| Fy (Go 1, Ans Ass.) LE, (8, 87, gr, gr, sue) 


La série (3 bis) sera donc convergente lorsque la série 
72 | 
ao > * 
eC) “2 CP trae (et teen ov 


v! 
v=1 


~ 


le sera; or ilest aisé de voir que celle-ci converge pour |¢|< 
en effet, elle est une solution de l’équation différentielle 


fi L 
ag? car, 


et se réduit à zéro pour v=o; une telle solution. est la fonction sui- 
vante 


oe: qi doit étre identique avec HQE mais le développement de cette 

a fonction converge Pea Aer — Pa ° 

y 3 k . "a + À 
4 
+ 


NOR 
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La série (3 bis) est donc convergente pour |[u — u,|< et définit 


une fonction analytique /(w| u,). Il faut démontrer qu’il y a un nombre g, 
tel que pour chaque valeur de uw, qui rend moindre que p le mo- 
dule de w— uy, cette fonction satisfait à l'équation différentielle pro- 
posée (2). Oril y a, en effet, une quantité p pour laquelle 


[f(ulw)—x|£r lorsque |[u—u,|Zp; 
fa série 

Dale — xo = Ÿ a f(u| wo) — ao] 

V0 


sera alors convergente et se réduira à une fonction }(w) holomorphe 
au point w,. La manière dont nous avons déterminé les coefficients c, 
prouve que l’on a identiquement . 


YO") (Wo) = (uo),  Yuo) =f" (wo); 


d’où l’on a, en employant la série de Taylor, 


a) = if" (uo) +f" (uo) 0 + f(g) Er +... .—=/f'(u). 
On a donc 
J'y = MO) = (4) = Sax ay, Beef kit jay), 


ce qui démontre le théoreme. 
Revenant maintenant à l’équation différentielle 


(1) | = G— u Bat) = VR), 

j'en considère l'intégrale, qui se réduit à zéro pour u — 0, et dont la 

dérivée VR(æx) y devient égale à +1. Puisqu’on a 
VR(z)=1+ar+axt + aa +..., 


pourvu que le module de x reste inférieur à la plus petite des quan- 
égrale de la forme 


ur I 
tites 1, lz A 
(2) LRO cu, Ge Os 

v=1 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Srpremsre 1889. 36 
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la série étant convergente à l’intérieur d’un certain cercle décrit au- 
tour de l’origine. Nous allons d'abord prouver que cette série ne peut 
être convergente pour chaque valeur de uw, de sorte que son rayon de 
convergence est nécessairement fini. 

Supposons, à cet effet, que la série (2) soit partout convergente et 
définisse, par conséquent, une fonction holomorphe f(z). Cela étant, 
la quantité /[®(a)] sera une quantité finie et variant d’une manière 
continue avec a lorsque x ne franchit aucune des coupures (I...1V). 
Il est aisé de voir qu’elle est une fonction analytique de la variable x; 
car nous avons en effet pour chaque valeur de x dans un certain voisi- 
nage d’un point quelconque +, (en dehors des coupures) un dévelop- 
pement de la forme 


D(x)=Ÿ ®, (x — 2), 


et l’on en déduit 


S[®(2)] =D (x = 20)”. 


Vv=0 


La fonction /[®(2x)] n'ayant, dans un point quelconque, qu’une 
valeur finie et déterminée, et s’y comportant comme une fonction ho- 
lomorphe, il est clair qu’elle est une fonction analytique de x, cette 
_variable étant prise dans le plan affecté des coupures. Mais aussi sur 


celles-ci la valeur de /(®) reste une fonction analytique et ne peut 
avoir des points singuliers qu’aux points critiques +1, + D de sorte 
qu'il ne faut que chercher si elle est uniforme au voisinage de ces 
points ou non. Afin d’obtenir la valeur de /|®(a:)], il suffit de la déter- 
miner au voisinage d’un point quelconque, par exemple au voisinage 
de æ — 0; supposant alors x assez petit, nous aurons 


AUDE 9(x) =H Ava”. 


Vezt 


Afin d'obtenir les coefficients, considérons la fonction ® [f(u)] 
qui, pour des petites valeurs de u, est holomorphe; sa dérivée étant 


POP RERO = 
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elle doit coincider avec u, 


DLf(u)] =a, 


‘ce qui fait voir que l’on a 


FOL] =f(u), 
de sorte qu’en posant x —f(u), on a 


SAT — Tr, 


. d’où il suit, par conséquent, que 


Ar AAS Age Ay =n 0, 
et par là 


ee (ny TA 


Notre fonction coincide donc avec Ja fonction la plus simple, a, et 
cette coincidence devra subsister quel que soit x. 

Mais en faisant tendre x vers l'infini, la quantité D(x), ainsi que 
f(®), s'approche d’une limite finie, tandis que x devient infini, et 
l'équation /(®) = x sera impossible. Ce qui prouve que f(w) n’est 
point une fonction partout holomorphe, et que la série qui la repré- 
sente doit devenir divergente lorsque le module de wu surpasse une 
certaine quantité 9. Représentons par (¢) le cercle de convergence de 
ce développement, et dont l'équation est|u|— p. 

D’après un théorème bien connu, il y a au moins un point singu- 
lier u, de la fonction f(u) sur la limite de convergence (¢) de la 
série (2). Il s’agit d'étudier la nature de la discontinuité de /(u) au 
voisinage d’un tel point up. 


I. Supposons d’abord qu’il y ait au voisinage de uw, une série des 
points w, qui s’approchent indéfiniment de w, en restant à l’intérieur 
du cercle (L) et tels que la quantité /(w,) tende vers une limite finie x, 
lorsque w, tend vers uy. Soit, en premier lieu, x, différent des valeurs 
critiques + 1, + - Dans ce cas, Péquation différentielle (1) prend la 
forme 

‘ SE eee 
(1 ) du V 6) 9 


v=0 
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et l’on pe uttrouver une fonction 


(3°) 2 = fu] um) = aot du — Uo)” 


vai 
qui y satisfait et se réduit à æ, pour w= uy; le rayon de convergence 
= ° , Rye hake ee : 
de cette série est au moins égal à nine désignant une quantité moindre 
5 


que le rayon de convergence de la série (1’), et g représentant le mo- 
dule maximum de ¥R() sur le cercle |a@ —a,| =r. 


Tracons (fig. 13), autour du point x, comme centre, le cercle du 


Fig. 12. 


o 
i) 


rayon r et ensuite un autre cercle concentrique ayant un rayon 7, plus 
petit que 7. Choisissons wu, de telle manière que la valeur a, = f(u,) 
se trouve représentée par un point x, à l'intérieur de (7, ). Alors le 
développement de la fonction YR(x) autour de a,, à savoir 


(3!) VR(æ) =P &(z— x), 


v=0 
reste convergent à l’intérieur et sur la périphérie du cercle 


|2—a2,|=r—nr. 


Le module maximum g, de VR(x) sur ce cercle reste inférieur à g, 
puisque la fonction VR(x) reste holomorphe sur le cercle r, et le 
cercle considéré est contenu à l’intérieur de celui-là. Donc, la fonc- 
tion 


(4 Ha) ee ee ay 


v=0 


# 
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étant holomorphe au point w, et satisfaisant à l'équation différen-- 


é d ee 
tielle a = YR(x), le rayon de convergence p, de ce dernier dévelop- 


. , en [eR his . . t 
pement est au moins égal a > —; je dis qu’on peut déter- 
281 28 


. Le “4 : Ma IB 
miner la quantité wu, de manière que l’on ait * a ore at ae 
5 


effet, d’après l'hypothèse, les quantités w, s’approchent indéfiniment 
de uw, et en même temps les quantités x, —/(u,) tendent vers x,. 


5 Tv —?P, on: 
Construisant autour de w, un cercle avec le rayon * celui-ci con- 


2S 
tiendra à son intérieur une infinité de points w, parmi lesquels se 
trouvent aussi ceux pour lesquels la valeur de /(u,) est aussi voisine 
de æ, que l’on veut, de sorte qu’on peut supposer, par exemple, 


Lf (uy) —2|< re, C0. BOD, 


La série (4’) sera donc convergente à l’intérieur d’un cercle conte- 
nant &, à Son intérieur, ce qui prouve que la fonction f(u)reste holo- 
morphe au point u, et coincide avec la série f(u|u,). Le point u, ne 
peut donc être un point singulier de f(u). 

Si, en second lieu, la quantité x, était égale à une des valeurs cri- 


tiques +1, + => la fonction YR(a) serait développable en série de 


la forme 2 Vx — x, Ya, (a — æ%,) et, en changeant æ — x, en t?, 
v=0 


l'équation différentielle deviendra 


dé * 
1/4 —— sy 
(7) du =>, oe 
v=0 


et admettra l’intégrale 


œ 


(24) t=9(u)= do (u— wy)’. 
ee | 
Or, la méme équation admettant Vintégrale ¢ = Vf(u) — x,, on 
démontre de la même manière, comme précédemment, que ces deux 
intégrales coincident, de sorte que wy n’est pas un point critique de 


f(t). 
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Il. Cela étant, nous allons voir que, w, étant un point singulier de 
J(u), chaque voisinage de u, contiendra des points 4, pour lesquels le 
module de f(u) devient aussi grand que lon veut. Imaginons à cet 
effet une série de points U,, Uy, Ug, «++, qui s’approchent indéfiniment 
deu, en restant à l'intérieur du cerele (9). A chaque point u, correspond 
une valeur bien déterminée /(u,) = x. Supposons que le module de 
x, reste inférieur à une quantité finie R; alors toutes les quantités 


ve (A+ 3, de) 


seront représentées par des points à l’intérieur d’un cercle[x| = R’ >R. 
Maintenant deux cas peuvent se présenter ici : 

a. Parmi ces points, il n’y en a qu’un nombre fini qui sont diffe- 
rents; de là il suit qu’au moins une des quantités /(u,) se présente 
une infinité de fois. Or ce cas est impossible, puisque le point w, ne 
saurait être un point singulier, comme nous l’avons vu précédemment, 
soit en supposant 


I 
ST Ugla= Mme Et ee 


soit pour 


ri 
Bi CRUE 


8. Les points x, sont en nombre infini. Alors, la région finie (R’) 
contenant une infinité de points de l'espèce déterminée, il y aura au 
moins un point a à l’intérieur de (R’), tel que chaque voisinage de ce 
point contient une infinité de points x,; en d’autres termes, chaque 
voisinage de uw, contiendra des points u,, pour lesquels la quantité 
J(u,) sera aussi approchée que l’on voudra d’une quantité finie «”*. Il 
s'ensuit, d’après ce que nous avons vu plus haut, que le point w, est 
un point ordinaire de la fonction /(w), ce qui est contre l'hypothèse. 

Done il y a, à chaque voisinage de w,, des points w, où le module de 
Ju, ) est aussi grand que l’on veut. 


En posant a = +, l'équation différentielle (1) prend la forme 


dz PSS RUE Ee eae . 
Ti =—V(i1— 3) (R— 2) = A) + 3 + as +..., 


le développement étant convergent à l’intérieur d’un cercle; soit r une 
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quantité moindre que le rayon de ce cercle. Soit r, une quantité posi- 
tive moindre que r, et traçons le cercle (r,) avec le rayon r, autour 
du point s =o, ainsi que le cercle (r) avec le rayon r. Lorsque =, se 
trouve à l’intérieur de (r,), le rayon de convergence du développement 


—V(Ui— 3) (R— 2) —a,+a(s—s)+a,(s— 5) +... 


sera plus grand que r—r,, et son module maximum sur le cercle 
Say TE Sy ae ¥ 
|= — s,,—=r—ry, sera inférieur au module maximum de la quantité 


VO 2) (ie — 2°) 


sur le cercle | =| —r, que je désigne par g. 


eal h 


Soit maintenant w, un point tel que |u,—u,|< 2, et que 


Fe 


‘10701 _ Alors il est clair que le développement 


FGA = 2: A ta 


it) 
TT: . « 
reste convergent sur le cercle [u—u,|=—; qui contient le 
6 
3 a . ie . I 
point w, à son intérieur. La fonction ——. est done holomorphe au 


J(u) 


point v,, et, comme elle est susceptible de valeurs infiniment petites 
au voisinage de u,, elle doit avoir la forme 


cu) Eu ui) +... 


ee 
Ju) 


L’équation 4 =— V(1— 3?) (A?— 2?) fait voir que c, = + # est dif- 


férent de zéro, ce qui donne 


I 
= (u— Ug) [Ci + Cou — Uy) + Cu — Uy)? +... 


ol 


ou 
+ byt bu — Uy) + bu —u) +... 


fu) = 


U — Ug 


La fonction f(u) n’admet donc sur la circonférence (p) d’autres 
points singuliers que des pôles qui, par conséquent, s’y doivent pré- 
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senter en nombre fini. La fonction est donc méromorphe (et uni- 
forme) dans un domaine plus étendu que (p). On voit de la même ma- 


nière que les points singuliers de /(u), en dehors de (9), sont des 
pôles, de sorte que la fonction reste uniforme dans toute l'étendue du 


plan et n’y admet d’autres singularités que des pôles. 


5. Étudions maintenant la quantité /[®(a)] = W(x). Soit x, une 
quantité quelconque située en dehors des coupures I...1V. La fonc- 
tion P(x) sera exprimable par une série de la forme 


co 


D(x) =} a (x — Lo). 


v=0 
Cette série reste convergente à l’intérieur du cercle ayant pour centre 
x, et passant par le point critique (= yes i) le plus rapproché 


de x); mais, en général, elle ne représente ®(a) que dans une partie 
de ce'cercle. 

1° Soit u = a, un point ordinaire de /(u). Dans ce cas on aura, pour 
les valeurs de x assez voisines de x, le développement de la forme 


f(a) =2aQ(u—a)’, (Mice DST Bhs oh 


et, par conséquent, 


SIP) = ¥ (x) = dx — x). 


v=0 


2° Si, au contraire, w= ay est un point singulier de /(w), nous au- 
rons dans un certain voisinage de a, 


Fu + Cot Cu — ay) + Cou — a) +..., 
U — ay 
ce qui donne 
Ee. B_ B= 
P(x)|1— - =" sa Re Mae es 
(4) JI ( )] (x 2e Lo)” (æ at ee) eee 
(ie 
+ Zam, + Bot Bi(æ — 2) +... 


m élant un certain nombre entier. 
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| Cela prouve que W(x) est une fonction analytique de la variable x, 
On voit aisément que les seuls points critiques que cette fonc- 


tion pourrait avoir sont æ — +1, + 7 et certains poles x,. Mais, 
lorsque x est assez petit, on a W(x) = x. Cette équation subsiste 
donc, quel que soit a. Il est clair que cette fonction n’a aucune singu- 
larité à distance finie, ce qui prouve qu’un développement de la 
forme (1) ne pourra jamais se présenter. En d’autres termes, lorsque x 
est fini, la valeur de (x) est un point ordinaire de f(z), tandis que 
les valeurs de ®(æ) sont des pôles de f(w), comme il est aisé de le voir 
en considérant l’équation (x) = a. 

La fonction /[®(a)] étant uniforme, nous allons en conclure que 
f(u) est doublement périodique. 

Soient x’, x” deux points infiniment voisins et placés aux côtés op- 
posés d’une même coupure, par exemple de la coupure T. Ona 

D(x')+D(x') —2K +e, lime — 0; 


x'—x"—=0 
d’où, en écrivant D(x') =u, D(x”) = 2K +e—u, 
fJ(K+e—u)—f(u)—=x"— x". 


Comme nous l’avons vu plus haut, /(u) et f(2K + e—u) sont des 
fonctions continues de uw. Lorsque x’ et x” s’approchent du point x sur 
la coupure, wu et 2K +¢—u s’approchent de v et de 2K —¢, ce qui 
donne 

HERO 

Cette équation subsistant pour une série continue des valeurs de ¢ 
qui correspondent aux valeurs de x sur la coupure I, elle subsiste, 
quel que soit », de sorte que nous aurons édentiquement 


(1) f(2K—u)=f(z). 


On trouve de méme 
f(—2K=—u)=/f(4), 


et, en écrivant u=¢ — 2K, 


(2) f(9)=f(v + 4h). 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — SEPTEMBRE 1889. 37 
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La considération de la coupure II nous conduit à la formule 
f(2K + 2tK’—u) =f(4); 


d'où, en posant u = 2K —¢ et en faisant usage de la formule (1), 


(3) f(v+atK’)=f(¢). 


Cette fonction f(z) s’appelle le sinus de l’amplitude de w, ou le 
sinus modulaire, d’après Gudermann, et se désigne par sinamu ou 
plus simplement par snu. Elle admet les périodes 4K et 27K’ et prend 
la même valeur aux points de la forme u + période, 2K — u + période. 
Je nomme les points de la première espèce points homologues avec u, 
tandis que les seconds sont des points symétriques avec u. La fonction 
snu étant impaire, elle s’annule aux points homologues et aux points 
symétriques avec l’origine. Comme sn reste uniforme dans toute 
l'étendue du plan, les périodes 4K, 27K’ ne peuvent avoir un rapport 
à : : K'z 5 2 i SRE 
réel et irrationnel, et comme K ne peut être ni zéro, ni infini, ni un 


nombre rationnel, ce quotient 


Ke 
K 
imaginaire. Nous pourrons supposer que la partie imaginaire de ce 
quotient 2 
niere précise, les quantités K et K’z. Car rien n’empéche d’écrire — K’ 
au lieu de K’ et de modifier les formules correspondantes; les résul- 
tats principaux restent inaltérés par ce changement. Faisons encore 
des remarques sur la solution de l’équation snu =a. Nous avons vu 
que sn®(x) =, équation qui subsiste quel que soit a; done l’équa- 
tion snu =a sera satisfaite en prenant u=®(a), 2K — ®(a) (j'écri- 
rai u==9 pour exprimer que les points &, ¢ sont homologues). Mais 
il s’agit de voir si ladite équation n’admet pas d’autres solutions. 


Nous avons vu que, pour les valeurs assez petites de u, 


sera une quantité essentiellement 


soit positive, quoique nous ayons déjà défini, d’une ma- 


M(snu)=u; 


la variable w décrivant un certain contour dans le plan (uz), la valeur de 
snu = x en décrira un autre dans le plan [a]. Lorsque cette variable 2 


ee re 


pa 


x 
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franchit une des coupures, la valeur de (x) change brusquement en 
prenant la valeur symétrique de celle qu'avait l'expression ®(a) avant 
la rencontre avec la coupure. Alors il est clair qu'on revient à la posi- 
tion initiale dew avec une valeur de ®(snwz) de la forme 


u + période, ou de celle-ci 2K — « + période. 


Telles sont donc les valeurs de la quantité ®(snw). Supposons main- 
tenant qu'on ait snu — a, alors ®(a) devra être l’une des valeurs de 
P(snu), c’est-à-dire on aura 


u=®(a), 2K — (a). 


Ce sont précisément les valeurs de wu trouvées plus haut. 
Nous avons, en particulier, 


EnK= it, sn(K+ik')= 7; 


comme nous l'avons vu plus haut, les fonctions ÿ1 + snu, Vi Eésnu 
restent holomorphes aux points u—=K, respectivement u=K + 71K’, 
qui sont les seuls où elles s’évanouissent respectivement. La fonction 
snu devenant infinie lorsque u==7K’, et 2K + 7K’ y étant de la forme 


= DO i Ui! 
er Leu 0)", 


les racines considérées ne sont pas uniformes au voisinage de ces 
pôles u,. Mais les fonctions 


Vi—sn?u, V1 — k? sna, Vice snu) (1 ksnu) 


y seront uniformes et le restent dans toute l’étendue du plan. On 
écrit 


Vi—sn?u=cnu=cosamu,  Vi—/Æ?sn?u — dnu = Aamu, 
en supposant cno —1, dno = 1. On trouve aisément 


DP sni— enw dine, 
D,cnu =— snu dnu, 
D,dnu—— k’cnusnu. 
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La fonction snw est impaire, tandis que enw et dnu sont paires. 
Donnons les périodes des fonctions enw, dnu. 
Comme sn(2K — w) = snu, on aura 


cn(2K—u)—=+enu 
ou, en changeant « en K+ ¢, 
cn(K—r)=+cn(K+"), 

ce qui exige que cn(K + ¢) soit une fonction ou paire ou impaire. Si 
cette fonction était paire, sa dérivée devrait s’annuler avec ¢. Or, cette 

ANSE 7 PT PU RE 
dérivée étant — sn(K++v)dn(K ++), elle se réduit à — ÿ1 — 4? 
lorsque ¢ = 0, ce qui prouve que la fonction considérée est impaire; 


on a donc 
cn(2K—u)——cnu 


ou, en changeant u en — u, 
cn(u+2K)—— cnu. 
On trouve de même, en différentiant, 
dn(u+2K)—dnx. 
On déduit ensuite de l'équation 
sn(2K + 27K’— w)=snu 
cette conséquence que dn(K + cK’ + +) est une fonction impaire de ¢, 
ce qui donne 
dn(u+ 2K + 2K’¢)=— dnu, 
ou, en employant la formule dn(u + 2K) =dnu, 
dn(u +2K'i) =— dnu; 


d’où, en différentiant, 
cn(u+2K'i)—=—cnu. 


Développements des fonctions elliptiques. 


6. La fonction snu impaire etaux périodes 4K, 2:K’ n’avant d’autres 
singularités que des pôles =K'i, 2K + K’r, on la développe aisément 


a. 
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en série en employant la méthode fournie par le théorème de M. Mittag- 
Leffler. Mais, pour m’approcher des méthodes de M. Weierstrass, je 


considère la fonction ou = a qui jouit de propriétés analogues à 
celles de la fonction pu. Elle satisfait à l’équation différentielle 
p'(u)}—= 4ou(gu—1)(gu—?*), 


admet les périodes 2K et aK’ et n’a d’autres singularités que les 
poles 
Uy = m.2K + w.2K's fit, Mee Or Sed fee, Bea) 


ou elle est de la forme 
er + Zac ur 


J'écrirai, pour plus de commodité, 2K —w, 2K’i =’, et je vais étu- 
dier la série 


F(w) as I I os 
2) = — 
(u—ma—nwo')?  (mw+nu) u?? 


où les indices sommatoires m,n parcourent toutes les combinaisons 
a7 re 0, 2 1,2. 2,.,. saul lacombinaison 7 7 —.0. 

Cette série semble jouir des mêmes propriétés que la fonction ow. II 
faut d’abord montrer qu’elle est absolument convergente et qu’elle re- 
présente une fonction analytique de u. Le premier fait s'établit en 


/ 
observant que la série Ÿ | est convergente, comme on le 


mo + nro! E 
voit aisément. En écrivant, pour abréger, w = mw + nw’, on voit que 
l'on a 


I I Ww ub 


(u— ww)? wr LEN ? 
I—— 
w 


d’où il est aisé de voir que la série 


‘ I I 
> (u—#w)}  æ? 


est convergente, ce qu'il fallait démontrer. 
Pour montrer que F(«) est une fonction analytique de w, soit (R) 


ie Ne 54 
| “MATHIAS LencH. i. | 
Merci : a Nr 
4 un cerele ayant I’ origine pour ¢ centre et R pour rayol 
‘ mes tue nr pour que u soit à l’intérieur de (R). à 
by a, tan tain nombre de quantités w = mo + no’ a son inte 
1 Ee _ phérie; en supprimant les termes correspondants dans | 


5) 
D Eee os an je considère la somme _ 
“a w 


L(u— w)? | 
u | I à I 
R= [aoa a 
de tous les autres termes. 
Puisquici |u| <|w|, ona évidemment 


1 I 
(u—w)? wr 


et je dis que la série à triple entrée 


(A) 2 DE 


est absolument convergente. J’observe, à cet effet, que l’on a 


D — 


out : 
> GEL el ae tN2 1 ple 
v= ~ mC 4 
et il est clair que la série 


pee ” 


2 — — 

* vu! Re ; 
cn) ee Sa 

w w («— =, 


est convergente, ce qui montre la convergence absolue de (A). Donc 
la série (A), qui, évidemment, représente la fonction F,(w), ne change 
pas en intervertissant l’ordre de ses termes et peut être ordonnée sui- 
vant les puissances de wu : 


(B) 1(u) pan 
v=2 
as | La quantité F,(u) est done une Mo ue analytique de w qui reste ho- 
De % 
LEE 
Fa : 
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lomorphe lorsque |u| <R, et, comme la différence F(w) — F,(w) se 
réduit à un nombre fini de termes qui forment une fraction rationnelle, 
il est clair qu’aussi F(w) est une fonction analytique de &, qui reste 
uniforme pour |u|< R. Comme F(z) ne dépend point de R, elle est 
une fonction analytique uniforme de w dans toute l’étendue du plan; 
lorsque w se trouve au voisinage d’un pôle w,, F(u) prend la forme 


I 


—— + Èc,(u — w,). 
Garey à = 0) 


L’équation (B) fait voir que l’on a 
D.F ere See 
u 1(u) JG JS TS 
VIS V=2 w 


Comme il est aisé de voir que la dernière série à triple entrée converge 
absolument, on aura 


ey ey 


HV? w 


ce qui prouve que l’on a 


1} I 2 { 
D,F(u)=—2), (u— wy ah ES =—2y (cag 


La fonction F’(w) = D,F(u) ne change pas évidemment en rem- 
plaçant w paru + ou par u + w’ ou par u+ w,, w, étant une période 
aw + aw’. De l'équation 


DA[F(u+w,) —F(u)]=0 
on déduit 
F(u +) —F(u) =C; 
mais 
d £ I I I 
Fu +) — Fu) = eee ce | Ca 


* I I ‘ I I 
== ia eee et 5 9? 
=} (u+wo—w) (u—w) (u+ Wy)?  (u—w) 


| * ,, ‘ 3 
où la somme > s’étend à tous les w, sauf w= 0, w —w,. Cette quan- 


en dc — - 
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tité devant être égale à C lorsque u = 0, on aura 


* I I 
c= | W200, Wo. 
sd | (yo — wv)?  w? = 


On a, de même, en posant u = — #9, 
- elas: I = : 
‘ > E (we | FÉES 
de sorte que C = — C =o. Donc F(u + w,) = F(u), c'est-à-dire F(z) 


admet les périodes w, w”. 

La différence o(u) — F(u) admettant des périodes w, w’ et étant 
holomorphe dans toute l'étendue du plan doit nécessairement se ré- 
duire à une constante. Pour obtenir celle-ci, il suffit d'observer que 


! 
. 6) . 
9(u) =o lorsque w= K'i= —, ce qui donne 


! 
ou = F(a) —F(S). 


La fonction F(w) n’est autre chose que la fonction pu de M. Weier- 
strass. 
On aura done 


I ees t ‘a 1 : 
sin’amu  u? ‘oe Paar Lee ne oe Coma aie are 
& mo) — RG) ) (mo + No’) 


m,n 
I I | 


/ 
I 
(2) > | mo Ser (mo + no)? 4 


m,n 
2 


ou, plus simplement, 


ao >| I 1 
— = » — = — = |= ou. 
sn? u (u— mo — no’) (ma + no! — 1 | 


m,n 


SUR L'ÉQUIVALENCE 


DES 


COURANTS ET DES AIMANTS, 


Par P. DUHEM. 


§ I. — Introduction. 


Ampere a montré le premier qu’un courant fermé et uniforme exer- 
cait soit sur un pôle d’aimant, soit sur un élément de courant, les 
mêmes actions qu'un feuillet magnétique ayant pour contour le con- 
ducteur linéaire dans lequel circule le courant. 

Cette découverte d'Ampère conduit à se poser la question suivante : 


Dans quels cas un conducteur traversé par des courants quelconques 
exerce-t-il soit sur un élément magnétique, soit sur un élément de cou- 
rant, les mêmes actions qu'un aimant contenu en entier a l’intérieur de 
la surface qui limite le conducteur? 


C’est cette question que nous nous proposons d'examiner dans ce 
qui va suivre. 

Auparavant, nous allons indiquer quelques remarques sur la déter- 
mination d’un aimant dont on connait à l’extérieur la fonction poten- 
tielle magnétique. 

Soient æ, y, z les coordonnées d’un point d’un aimant; soient A, 
wb, © les composantes de l’aimantation en ce point; soient &, n, € les 
coordonnées d’un point quelconque, et r la distance des deux points 
(æ,y,z)et(E,n,C). La quantité 


a: ke 
ie r 
== 1 tay Io dy d= 
OE 1, © af He Dee < + Vb on + € 5: dx dy dz 


. . ETS . a 4 
est la fonction potentielle magnétique au point (¢, n, Gye 
Ann, de UV Ee, Normale. 3° Série. Tome VI. — Seprempre’ 1889. 38 
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DA 


Si l’on se donne un aimant, sa fonction potentielle magnétique est, 
en tout point extérieur à l’aimant, finie, continue et uniforme ainsi 
que ses dérivées partielles de tous les ordres ; lorsque la distance R du 
point (£, 4, €) à l’origine croit au delà de toute limite, les quantités 


99% D0E Sid 
RY, RS Ro RS 


ne croissent pas au delà de toute limite; enfin, en tout point exté- 
rieur à l’aimant,ona 


ODE re et 
Hot Hedne 06" Carel 


Réciproquement, étant donnce une fonction © ( eT C), qui, en tout 
point extérieur à une surface fermée S, est soumise aux conditions précé- 
dentes, peut-on, à l'intérieur de la surface S, former un aimant qui ait 
pour fonction potentielle magnétique à l'extérieur de la surface S la 
quantité 0(&, 7,0)? | 

Il est facile de voir que l’on peut former une infinité de semblables 
aimants. 

Donnons-nous arbitrairement une fonction f(x, y, =) qui, en tout 
point (a, y, z) intérieur à la surface S, soit uniforme, finie et continue, 
ainsi que ses dérivées partielles du premier et du second ordre. 

D'après le principe de Dirichlet, il existe une et une seule fonc- 
tion O(a, y, =) soumise aux conditions suivantes : 

1° La fonction (x, y, z) est finie, uniforme et continue, ainsi que 
ses dérivées partielles du premier et du second ordre, en tout point 
(x, y,3) intérieur à la surface S. 

2° En tout point intérieur à la surface S, ona 

AD(x, ¥,s)=Af (2, 7, 3). 
3° En tout point de la surface S, ona 
Ù —%, 

D'après ce même principe de Dirichlet, il existe une infinité de fone- 
tions P(x, y, =), différant les unes des autres seulement par une con- 
stante additive et soumises aux conditions suivantes : 

1° La fonction P(x, y, :) est finie, continue et uniforme, ainsi que 


PRE RE CEE 
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ses dérivées partielles du premier et du second ordre en tout point 
(x,y, =) intérieur à la surface S. 
2° En tout point intérieur à la surface S, on a 


A®(2,,y,2) =A f(z, 7,2). 
3° En tout point de la surface S, ona 


GE 1 aloo 
ON; ON, | ON; 


Prenons l’une quelconque de ces fonctions ® et posons 


Rare 
hn dx 

1 OM 
(iy ses ee STS 

An dy 
nue. 
Fr Os" 


+, Vb, € seront, au point (a, y, =), les composantes de l’aimantation 
d’un certain aimant limité à la surface S. 

Prenons une fonction qui soit, en tout point (£, n, C), extérieur à 
l'aimant, égale à ©(£, n, C) et, en tout point (x, y, s) intérieur à l’ai- 
mant, égale à O(a, y, 5). Cette fonction sera la fonction potentielle 
magnétique de l’aimant que nous venons de définir. 

En effet : 

1° La fonction potentielle magnétique ® de notre aimant doit être 
soumise aux conditions suivantes : 

Elle doit être finie, continue et uniforme dans tout l’espace. 

Ses dérivées partielles des deux premiers ordres doivent être finies, 
continues et uniformes dans tout l’espace extérieur à la surface S et 


dans tout l’espace intérieur à la surface S. 


7 : + . 20) Do OW 
_ A l'infini, les quantités Rw, R WE? R ae Re 


w 


d , 
doivent demeurer 
rs 


finies. 
En tout point de l’espace extérieur à la surface S, on doit avoir 


AW =o. 
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En tout point intérieur à la surface S, on doit avoir 


db db =). 
aw = bn (5 + Oy ae We 


En tout point de la surface S, on doit avoir 


ow ex I 4m[ cb cos(N;, 2) + Vb cos(Ni, y) + © cos(Ni, s)]. 
ON, ON; : 

> Deux fonctions distinctes ne peuvent à la fois vérifier toutes ces 
conditions. 

3° La fonction qui est égale à 0(&, n, ©) à l'extérieur de la sur- 
face S et à o(x, y, 3) à l’intérieur vérifie toutes ces conditions. 

Nous avons donc défini un aimant dont la fonction potentielle est 
égale en tout point extérieur (Ë, n, €) à O(&, n, ©). A chaque fonction 
J (x, y, 3) arbitrairement choisie correspond un semblable aimant. Il 
en existe donc bien une infinité, comme nous l’avions annoncé. 

On voit de plus aisément que la méthode précédente donne tous les 
aimants intérieurs à la surface S, qui admettent à l’extérieur de cette 
surface la fonction potentielle donnée, et pour lesquels les compo- 
santes de l’aimantation sont, en tout point, les trois dérivées par- 
tielles d’une même fonction des coordonnées de ce point. 


§ IL. — Formules fondamentales de l'Électrodynamique 
et de l'Électromagnétisme. 


Les formules dont nous allons faire usage pour l’éxamen de la ques- 
tion que nous avons posée au début du paragraphe précédent ont été 
données déjà dans deux Mémoires consacrés, l’un à l'étude de l’Élec- 
trodynamique, l’autre à l'étude de l'Électromagnétisme (!). Nous allons 
les rappeler ici en renvoyant aux deux Mémoires dont il s’agit pour 
exposé des méthodes qui permettent de les démontrer. 


(1) P. Dunem, Applications de la Thermodynamique aux actions qui s’exercent entre 
les courants électriques ( Acta Societatis Scientiarum Fennicæ, t. XVI. Helsingfors, 1887). 
— Applications de la Thermodynamique aux actions qui s’exercent entre les courants 
electriques et les aimants (Acta Societatis Scientiarum Fennicæ, t. XVM. Helsingfors, 
1888). 


(1) 


| 2s 
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Soient w’, ', w’ les composantes du flux électrique en un point de . 
coordonnées x’, y’, ’, d’un conducteur traversé par des courants quel- 
conques. Soit r la distance du point (x, y’, 5’) à un autre point (a, y, =). 
Soit À la constante introduite par M. H. von Helmholtz dans l'étude de 
l’Electrodynamique. 

Posons 


4 (x, ÿ, 2) ae mL dz' dy' dz! 
va À 
= SE © Fu! (2'— 2) + o'(y'— y) + 0! (2'— 5) | dx'dy' ds’, 
; Joe 
oO a ee: = {fF — dx! dy ds! 
nie 
De oy! 
NE 0 2) {fF — dz' dy' ds' 


a 
| 


a 


Fu! (a'— x) + 0'(y'— y¥) + w! (3'— 8) ]dx' dy'ds', 


= fad a'— x)+9'(y'— vy) + 0! (z'—2)|dax'dy'ds'. 


Soient u, 9, æ les composantes du flux électrique en un point 


(æ, y, 5). Le potentiel électrodynamique d’un système renfermant des 


courants quelconques a pour expression 


(ha n=—£$ ff (Ou+ 09+ Ow) dx dy dz, 


A étant une constante et l’intégration s’étendant au système tout 
entier. 
Posons 


$ gl —_ 3% — 

Pire =f ff (+ a = Ep 2 =) dx' dy! dz', 
> eee Le 

(3) 2,792 fff (w SF —w SF) dr dy as 
| aor 

ar fff (w 25% 0 TT) ax ay as. 


L'action exercée par un conducteur parcouru par des courants quel- 


- conques sur Ti aremenrde courant dx ee d lak 
… . | parcouru par un flux électrique dont les compos 
= ia AE à une force appliquée ! à l'élément Fos 5. 


j Ame où 
D ) - | YEN RTS u , ” 
L=1; + ds, 


et l’on a 


| mu, | MAD IT" s)w— R(x, y, 3) 0] dx dy ds, 
be: ipa (5) Yi A[R(+, y, s)u— (x, y, :)w] dx dy ds, 


Z, —A[P (2, 3 ia ONCE A s)u] siti 


a Oe ste 
a à es de apy : 
| 4 . : x i = 
du de RU le 
7, nie Ste se 
Pas : : 
Soient 4’, ws’, 2’ les composantes de l’aimantation d’un aimant en 
un point (a, y’, =). Soit r la distance du point (+, y’, = ‘) au point ee 
(av, y, =). Posons | 
ee ey al ; 
Fr 
(7) V(æ, Be ae db! La re 7. 
Si au point (a, y,>) se trouve un élément magnétique dx dy ds, 
dont l’aimantation ait pour composantes «4, vb, ©, les actions exercées 
par l’aimant considéré sur cet élément admettent un potentiel qui a 
. pour expression 
. 
2404 = OV OV OV 
‘3 8 = ae | À, — Vv —— ta 
ie | (8) P (LT +1 rh 75 ) dee dy de, 
310 . A étant une constante. 


s ch © (2%, ¥, 3) = [ff dx dy ds, : 
Bee © Ver) (ffearduar, 3: at 
| | 0 (x, y, a= ff 9 dx'dy'dz". A Va ee 


= Considérons en outre un conducteur traversé par des courants. Soit, 
_ au point (x, y, =), un élément dx dy dz de ce conducteur. Soient w, | 

e, w les composantes du flux électrique au point (a, y, 5). Le poten- one ee 
__ tiel électromagnétique de l’aimant et du conducteur pourra se mettre s 
4 sous la forme 


> 
as 


> eat) 0 = HONTE Wie al Or Ve 3) w| da dy ds, 


— 


l'intégration s’étendant au conducteur et H étant une constante. 

» L'élément dx’ dy’ dz’ de l’aimant exercera sur l'élément dx dy dz du 
conducteur une action réductible à une force appliquée à l'élément du 
conducteur. Cette force aura pour compprautss 7 


1 


XXE NE 
Vey; rie Y;, 
1s = fh + 2, 


(12) 


| Stites op eae 
) p — (4 ue — oO ) | dx dy dzdx'dy'dz, 


L «| dx dy dzdx'dy'dz", 


as LA ER 
) u — (4° —— — 0 yo") e dadydzda'dy'dsz', 


"APE er et 
2 4 ee ae 
ow M. 


: +) a de sydd de , 


a) dx dy ds dzx' dy dz'. 


Considérons Se un conducteur traversé se des courants. ce 
(a, y’, 3) un point de ce conducteur. Soient wv’, 9’, sw’ les compo- 
_santes du flux électrique en ce point. Soit 7 la distance du point © 
(x', y', 5’). à un autre point (x, y, =). Posons — 


F(z, y, s)= fifi ff dx'dy' ds’, 


eK (16) (4 G(2z,y,5)= ff fgde' dy' ds’, 
Eur | W(x, y, 5) = ff [hada dy’ de’. ù yf 
¥ | as Supposons qu'au point (a, y, 5) se trouve un élément magnétique 


dx dy dz. Soient 4, w, © les composantes de l’aimantation. Les ac- 
_ tions exercées par le conducteur sur l'élément magnétique admettent 
un potentiel qui a pour expression 
(17) Q=H[AF(2, 7,5) + WG(x, y, 5) + SH(z, y, 3)| dx dy ds. 
Ces actions se composent d’une force appliquée à l'élément magné- 
A et d’un couple. 
L’axe du couple a pour composantes 


\ 


| L=H[¢ G(x,7,s5) —WH (a, y, 3)] dx dy dz, 
= (18) M=H[H(2,y,s)—© F(a, y,5)] da dy dz, . à 2 
4 ie H[w bF (x,y, 5) —&G(a, y, s)|dxdyds. | 


vd 


—3 Hardy de (. vf f he 


avec 


(19) 

; et l’on a 

we 

| — 3Hdidy dz CURE 
a 

À —3Hdr dy de ( À ff fe 
É: 

; 


ou’ 


=uar da (a [ff dzx'dy' Cr 


Je 
SUR L EQUIVALENCE DES COURANTS ET DES AIMANTS. 


La force a pour composantes 


X=X,+X, 
Via Ha) ay 
Z = fr + 2, 


= H dx dy dz (ff [aa eff fSarare 


Lada ff [PS 


drole 


— dx" dy' à 


Ed as suff h2 


dv’ 


da 


0.x" 


Se Hardy ds Er 


à pd Là at 


0 
Oz 


x) 


For 9 


mt hd. À vis Te = 


Ann. de l'Éc. Normale. 


1) Y. =Hdxdy dz se dv 
™ à du’ 


Les formules que nous venons de réunir renferment toutes les lois 
de l’Electrodynamique et de l’Électromagnétisme. C’est de ces for- 
mules que nous allons faire usage dans ce qui va suivre. 


1 
Feat 


By 


3° Série. Tome VI. — Octosre 1889. 


ee. are ff [(e+$ se 
om aff 
uf ffl 
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Y dx'dy'dz'-+ © 1h iF [Ps 1e 


dx ‘dy'dz i) 


= H dx dy dz eff atare aff fard) 


D ax'dy ds + ef | [s* TE dr'dy'd: } 


2 die ‘dy dz io 


dax’ ida: | 


J di'dy alee f f [07 


1.0 
be 


3 


I 
L a ne = Code 
es sib oor ) on dede 
1 
0 — 
(2 oe DR To tye Ser 
SF + | ay dx’ d) | 5 


§ III. — Action d'un courant quelconque sur un élément magnétique. 


Considérons un conducteur limité par une surface fermée S. Suppo- 
sons que E soit l’espace extérieur à la surface S. 
Supposons le conducteur, limité par la surface 


S, parcouru par des 
39 
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courants quelconques. Soit (2, 7’, 5’) un point de ce conducteur ; 
soient wv’, #’, w’ les composantes du flux électrique au point (x’, y’, 5’). 

Au point (æ,y, 5) extérieur à ce conducteur, plaçons un élément 
magnétique de volume dy dont l’aimantation ait pour composantes 
Jb, wb, ©. Les actions exercées par le courant sur cet élément magné- 


tique admettent pour potentiel, d’après l'égalité (17), 
Q =H[%F(2,y, 5) + Ww G(z, y, 5) + ©H(z2, y,s)] de. 


Imaginons au contraire la surface S remplie par un aimant. Soient 
sb’, wb’, 2’ les composantes de l’aimantation au point (2’, y’, 3’). Les 
actions exercées par cet aimant sur l’élément magnétique dy admettent 
pour potentiel, d’après légalité (8), 

Vv Vv 
OV 0 0 ) de, 


PAL — fy E — 
P=h (AT + + 


V(x, y, 3) étant défini par l'égalité (7). 

Pour que le courant et l’aimant aient les mêmes actions sur l’élé- 
ment magnétique dy, il est nécessaire et suffisant que ces deux po- 
tentiels soient identiques. Pour que le courant et l’aimant aient les 
mêmes actions sur tout élément magnétique, il est nécessaire et suf- 
fisant que ces deux potentiels soient identiques quels que soient 
db, Wh, ©. 

Cette identité s'exprime par 

À V a ay 


Jal Vesna, 
G (72)=% a > 


h D] V(2, F8) 
Il Os F 


i297, 5) = 


De là la conclusion suivante : 


St les actions du courant sur un élément magnétique extérieur quel- 
conque sont équivalentes à celles d'un aimant limité par la méme surface 
que le courant, il existe une fonction de (a, y, =) finie, continue et uni- 
forme dans tout l'espace E, dont F(x, 7,5), G(æ,y,s), H(x, Vs 3) 
sont les dérivées partielles du premier ordre. 


LAPS 


LE . 
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Réciproquement : 


S'il existe une fonction de (x, y, =) finie, continue et uniforme dans 
tout l’espace E dont F(a, J:2), G(æ,y,z), H(x,y,2) soient les dé- 
rivées partielles du premier ordre, il existe un aimant limité à la même 
surface que le courant et exerçant les mémes actions ue lui sur tout éle- 
ment magnélique extérieur. 


Dans ce cas, en effet, il existe une fonction V(æ, y, z) finie, con- 
tinue et uniforme dans tout l’espace E, telle que l’on puisse écrire 


h ON(&,7,:) 
MODES ge 

RON y a 
G(2,7,9 =p 22), 


hd Vay, 2 
HN DER ge 


Si l’on se reporte à l'expression des fonctions F, G, H, expression 
donnée par les égalités (16), on voit que les trois fonctions F, G, H 
sont finies, continues et uniformes dans tout l’espace E; qu’elles s’an- 
nulent à l'infini, et cela de telle manière que les produits 


ROE CG, 72), Bh Otery,.<), KH, y, 2), 


demeurent finis lorsque la distance R du point (x, y, =) à l’origine 
des coordonnées croît au dela de toute limite. Il en résulte que la 
fonction V(x, y, =) admet dans tout l’espace des dérivées partielles du 
premier ordre qui sont finies, continues et uniformes, et qui s’annu- 
lent à l'infini de telle manière que les produits 

OV OV OV 


R? aa R2 Oy’ Nae 


demeurent finis. 

Les quantités F, G, H admettent dans tout l’espace E des dérivées 
partielles du premier ordre qui sont finies, continues et uniformes; il 
en est donc de méme des dérivées partielles du second ordre de la 
fonction V. 


- : Ne + 
A 7 a: 7 


a oe oe EEE 
| 308 , ; — Tye P.  DUREM. 0 at 1 ” pau 


e 


D'après les égalités (15) et oe ,0N 4! SLR Lx (AT 


cs 


ene 
oe Hee: | ai! pes 
; RES POS RAS THE 
a= | : 
fie ©” ha Oy 7 2 7 
get 
= sf Jk fee Pres = —¢! ree dx! dy' dz'. 


Il est aisé de vérifier que l’on a 


DER 0Q HE 


de’ dy © 


en sorte que la fonction V vérifie dans tout l'espace E l'équation de 


Laplace | D. 
P AV =0. 


Sur la surface S, ses dérivées partielles sont connues. 

Il existe une infinité de fonctions V satisfaisant aux conditions que 
nous venons d'indiquer. Pour que ces conditions déterminent une 
fonction V, il faut y joindre la valeur que prend cette fonction en un 
certain point à l'infini. D'ailleurs, les diverses fonctions V obtenues en 
changeant cette valeur ne different les unes des autres qué par une 


constante. Si done parmi elles il en existe une pour laquelle on puisse 
écrire 


on pourra écrire ces mêmes équations pour toutes les autres. 

Done, si les trois fonctions F(x, y, =), G(æ, y, 5) et H(a, y, = 
sont les trois dérivées partielles d’une même fonction de æ, Y, 3, finie 
continue et uniforme dans tout l’espace E, il existe une fonction 
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V(æ, y, =) telle que l’on puisse écrire les égalités précédentes. Cette 
fonction est assujettie aux conditions suivantes : 

Elle est finie, continue et uniforme dans tout l’espace E; elle est 
égale à o en un certain point à l'infini. 

Elle admet dans tout l’espace E des dérivées partielles du premier 
ordre qui sont finies, continues et uniformes ; à l’infini, les quantités 
OEM OEM 

Ox dy 03 

Dans tout l’espace E, elle admet des dérivées partielles du second 
ordre qui sont uniformes, finies et continues et qui vérifient l'équation 
de Laplace 


demeurent finies. 


AV =o. 


D’après ce que nous avons vu dans l’Introduction, il existe une in- 
finité d’aimants qui admettent la fonction V pour fonction potentielle. 
D’apres ce que nous avons vu au précédent numéro, ces aimants ont 
tous, sur un élément magnétique extérieur quelconque, la méme action 
que le courant considéré. 

Done, pour que les actions d’un courant limité par la surface S sur un 
élément magnétique quelconque soient équivalentes aux actions d'un ai- 
mant limite à la même surface S, 1l est nécessaire et suffisant que les trois 
fonctions F(x, y, =), G(x, y, =), H(a, y, 5) soient dans tout l’espace Ki 
extérieur a la surface S les dérivées partielles d’une même fonction uni- 
forme, finie et continue de (x, y, 3). 

Supposons, en premier lieu, que la connexilé de première espèce de 
l’espace E soit de premier ordre. Dans ce cas, pour que les fonctions F, 
G, H soient dans tout l’espace E les dérivées partielles d’une même 
fonction uniforme, finie et continue des coordonnées +, y, =, il est né- 
cessaire et suffisant que l’on ait 


0 G(x, y, 2) __dH(x, y, 5) 
Os vi dy ‘ 

2H(x, wa) 3) De OF (2, Ys 3) 
a Oz < 

OF (a, y, 5) _. 0G(z, 7,3) 
Oy de: Ox 


D'après la définition dès fonctions F, G, H, donnée par les éga- 


Ve ee ST 


M : alee / aos d?— 
CT ES nor ON DE de 


ou bien encore 


) I ry 4 
. de A Oo? - : i 
an r dx' dy' dz' a 
‘G L'or en yy NA oa as! J O* OY E. 
ae - 
ences a eo ‘ 
We eg Fñ Er & a 
. Le 4 " ae ot dy JA dzx' dy' dz'— 0. 
dt) WE . 


’ 


ui, Une dernière transformation nous permet d’écrire cette égalité sous . 
È la forme : 


\ 
SA II ; ’ : > . 


Fe = Sa 
S [w'cos(N;, x) + »’cos(Ni, y) + w'cos(N;, or 


4e I 
0 - 
| Sf f (ee Nis os ow) da! dy! ds! 
eh oie 
= ; u' da * Oy? + get dz! dy' ds'=0. 


Mais ona 
=. gt grt 
re r F 
des * oy? + ge — © ù 
u'cos(N;, x) +¢'cos(Ni, y) + cos (N;, s)= 0; 
a N 


Nr 


oy 


1 


4 1 ¢ 
F 
J 
à 
| 
PF. 
’ 
- 
| 


éd à D Ld 
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nous obtenons donc la première des trois conditions 


du dr! .dw 
me i+ 5 +S) + . dx! dy'ds' =o, 
oO Ou! de! dw'\ 1 
ZS 3S + yt + Gar) pda dy ds an 
du! de! div! 
2 [IT (Cen 229) aay a ae 


Les deux autres conditions s’obtiennent d’une manière analogue. 
Ces trois conditions montrent que, dans tout l’espace E, la quantité 


»! ! 
(22) J(æ, na=fl ff (Sor D +) = dz' dy! ds! 


est constante. Comme elle est égale à o à l'infini, il en résulte que l’on 


a, dans tout l’espace E, 
Ika, 3: 2) S50 


On arrive done ainsi 4 la conclusion suivante : 


Pour qu'un conducteur traversé par des courants quelconques et limité 
par une surface S, telle que l’espace E extérieur à cette surface ait une 
connexueé de première espèce du premier ordre, exerce sur un élément ma- 
gnétique extérieur quelconque les mêmes actions qu'un aimant limité à la 
surface S, il est nécessaire et suffisant que l’on ait en tout point (x, y, 2) 


de l’espace E 
J (2, Vy Ss), = 0: 


Supposons maintenant que l'espace H, extérieur à la surface S, ait une 
connexité de premiere espèce d’ordre (2 +1). On peut alors, au moyen 
de n surfaces coupures convenablement disposées, transformer l’es- 
pace E en un espace dont la connexité de première espèce soit du pre- 
mier ordre. Chacune des surfaces coupures F,, F,, ..., F, peut être con- 
sidérée comme un feuillet formé de deux surfaces infiniment voisines 


DC Cu. 05. L'ensemble des NICE 9-0), 01 Das Oo «as 


On 5, peut être considéré comme une surface fermée, telle que l’espace 
extérieur à cette surface ait une connexité de première espèce du pre- 
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mier ordre. On pourra alors, sur cette surface, raisonner comme sur la 
surface S dans le cas précédent; et l’on arrivera à la conclusion suivante : 


Étant donné un conducteur traversé par des courants et limité par une 
surface S, telle que l'espace E extérieur à cette surface ait une connextilé 
de première espèce d’ordre (n+1), pour que l’action de ce conducteur sur 
un élément magnétique extérieur quelconque soit équivalente à celle d'un 
aimant limité par la surface S et de n aimants lamellaires places suivant 
les sections F,, Fy, ..., F, qui transforment l espace E en un espace dont la 
connexité de première espèce est’ du premier ordre, il est nécessaire et suf- 
fisant que l’on ait, en tout point extérieur à ce conducteur, 


JL Yis)= TT. 
Si les courants qui traversent le conducteur sont des courants uni- 
formes, on a en tout point 


dul dv, Ow! 
dx Oy! * Oat — 


en sorte que la condition précédente se trouve réalisée; mais cette 
condition peut encore être réalisée par des courants qui ne sont pas uni- 
formes. De ce nombre sont, par exemple, les courants variables à l’in- 
térieur d’une sphère qu'a étudiés M. H. von Helmholtz (‘). Pour ces 
courants, en effet, la quantité 


du’ du dv! Ove! 
Oz! 0y' Ie az' 


a la même valeur en tous les points équidistants du centre de la sphere. 
Si donc on désigne par R la distance du point (a, y, =) au centre de la 
sphère, eu 


0 | ’ 
Def f (MES re) 
dy as 
0 a 
Yorna=R ff [Sot tee ge c+ Sar) de! dy! a! 


(1) H. von Hezmuorrz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitat fiir ruhende 
es Kürper (Borchand® s Journal für reine und angewandte’ Mathematik, Bd LXXI, 
p. 57. — Hermnozrz, Wissenschaftliche Abhandlungen, tits D So) 


deviendra 


| 
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ou bien 


J(z, y, s)=— R S [w'cos(N,, x) + ’cos(N,, y) + w'cos(N,, 3)]dS; 


mais, en tout point de la surface de la sphère, on a 


u'cos(N;, x) + v'cos(N;, y) + w'cos(N;, 5) =o. 


Ona done 
i JL, Ves) 0. 


Si l’on se reporte aux égalités (21), on voit que les courants pour 
lesquels la quantité J(a, y,z) est égale à zéro jouissent, à l'exclusion 
de tous autres, de cette propriété que l’on a, pour tout élément magné- 
tique extérieur, 

Kee 0, NE 0: LOR 


Or, en général, si l’on calcule l’action d’un courant sur un élément 
magnétique en faisant usage de la loi de l’Electromagnétisme donnée 
par Biot, on obtient un résultat inexact. Pour le rendre exact, il faut 
adjoindre à l’action trouvée une force appliquée al élément magnétique 
et ayant pour composantes X,, Y,, Z,. Nous arrivons donc à la conclu- 
sion suivante : 


Pour que l’action d'un courant sur un élément magnétique extérieur 
quelconque soit donnée exactement par la loi de Biot, u est nécessaire et 
suffisant que l’on ait, en tout point extérieur au courant, 


JURY, 5) Os 


Dans les idées d'Ampère sur l'Électromagnétisme, on doit adjoindre 
à l’action d’un courant sur un élément magnétique donné par la loi de 
Biot un couple défini de la manière suivante : | 


Soient 

| ae eee Le eee». 

IN ee ae 7a se |) (si — 3) — 73 § 7a w' JO y} 
Le PTS ! DÉÉ. ! fee zt a 21 = 

ee ee a) 


ie Z' = % CES DT 
C= (2 — oy! : e) Lay es ( a uw 15 w) (æ'— x). 
je We 
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Les composantes de l’axe du couple en question seront 


2 = Hdxdyd: (+ [ff Adz'dy'ds" + 5 Sf frda'dy'ds' +2 we JA fA da'dy'ds!), 
u—Hdedyds (+ es Jf fBada'dy'ds'+s ue Sf [Bda'dy'ds'+2 - S ffs du'dy'ds') 4 
y = Hdxdydz (4 #3 Sffe dx'dy'ds'+-Vb if SITE dx'dy'ds' + e £ SSIJE da'dy'd=') ; 


mais nous pouvons écrire 


ef ea ee By À dome 2 md à eee 
3 a a F3 


r? 
uw _u(æ'—x) _ v(x'—æ)(y—7) 


re 
= x (# ee = gree 
“OZ CEA dy" az! 


Nous aurons alors 


Jf fd dx'dy'ds"= — mt {f(b +08 yt Su ) de dy’ ds 
i RN cos(N;, x) + ¢' COS(N;,y) + «! cos(N;, :)] dS 


—s Sf f(s oo + ae )r ax! dy'ds'. 


Le premier terme est nul, car on a, en tout point de la surface S 


_ #2 — x) (2'—2) 


rs 


u'COS(N;, 2) + v’cos(N;, y) + w'cos(N;, 5) =0. 


Si done on pose 


À ou! 
(23) (rs Ky a=f ff (5 = FA Ne ie da'dy'dz', 
FT dy 3e 


on aura 


[JA dz'dy' ds = gs 


Ox 


Des | | 
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- On aura donc 


PeWded a(S DER SE OR 
Y de Ÿ dx dy + 0x 03} 
= K dK 07K 
U = —Hdaxdydsz{ À D e 
re æ dy ( de En ay? a 
= 7K 7K 07K 
v =—Hdzadydz| CR = 
4 ( Osox L 03 dy 2 =) 


La condition nécessaire et suffisante pour que la loi électromagnétique 
» x . , pere . . , . 
d’ Ampere et la loi électromagnétique de Biot soient équivalentes est donc 
que l’on ait, en tout point (a, y, 5) extérieur au courant, 


OK _ Kk | aK 
Date wm. PEN wea asia 3 
ok aK 0K 


dyds’ dsd@ ” dxdy ”- 


Ces conditions sont réalisées pour les courants uniformes; car, dans 


ce cas, on a en tout point (2’, y’, =’) du conducteur 


Ou’ dv! Ow! 


où dy! * asl — 
et, par conséquent, d’après l’égalité (23), en tout point (x, y, =) exté- 
rieur au courant 


Key, 20 


Pour tous les courants pour lesquels la loi électromagnétique d’Am- 
père et la loi électromagnétique de Biot sont équivalentes, on a 


a OK OK OK, 
y Oy” dy? DER 


en tout point extérieur au courant. 
Cette égalité peut s’écrire, d’après l'égalité (23), 


du! ov! Ove! Or: Or orn I ay Seem er 
LG toy ae a ro | Oz ) BASS 


mais ona 


et, par conséquent, 


La condition (24) devient donc 


J( 2, 7,2) = 0. 


Ainsi, toutes les fois que la loi électromagnétique d’ Ampere et la loi 
électromagnétique de Biot donnent des résultats équivalents pour l’action 
d'un courant sur un élément magnétique extérieur, elles conduisent l’une 
et l'autre à l'expression exacte de cette action. On peut, dans ce cas, sub- 
_sliluer un aimant au courant. 


Nous venons d'étudier les conditions pour que la loi électromagné- _ 
tique d'Ampère et la loi électromagnétique de Biot soient équiva- 


lentes. Cherchons maintenant d’une manière absolue dans quel cas la 
loi électromagnétique d'Ampère conduit à des résultats exacts pour 
l'action d’un courant sur un élément magnétique quelconque. 

L'action exacte du courant est, d’après les formules (18), (19), (20) 
et (21), composée d’une force . 


X:+X, Y¥itY2, Zi+ 2, 


appliquée à l'élément magnétique, et d’un couple 


LM ak 


L'action donnée par la loi électromagnétique d'Ampère se compose 


d’une force 
Xi, ae “Lh; 


appliquée à l'élément magnétique, et d’un couple 
L+a, M+p, N+», : 
Pour que les résultats donnés par la loi d'Ampère soient exacts, il 


4. 


POTS 


ar 
SUR L EQUIVALENCE DES COURANTS ET DES AIMANTS. = OFF 
faut et il suffit que l’on ait 


i= 0, HÆ0 Enr 


La première série de conditions exprime que la loi de Biot conduit 
à des résultats exacts; la seconde, qu’elle est équivalente à la loi 
d'Ampère. Si l’on se reporte alors à la loi précédente, on voit que : 
Toutes les fois que la loi électromagnétique d’ Ampere conduit à U expres- 
sion exacte de l’action d’un courant sur un élément magnétique quel- 
conque, la loi de Biot donne aussi l'expression exacte de cette action. 

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie; la loi de Biot est 
donc plus généralement applicable que celle d'Ampère. 


§ IV. — Action d'un courant quelconque sur un élément 
de courant uniforme. 


Les quantités @(2,y,s), 9(x,y,z), A(x, y,z) étant définies par 
les égalités (3), l’action d’un conducteur traversé par des courants 
quelconques sur un élément de courant uniforme dx dy dz, placé au 
point de coordonnées (x, y, =) et en lequel le flux a pour composantes 
u,v, w, se réduit à une force appliquée à l’élément de courant et 
ayant pour composantes, d’après les égalités (5), 

X,=—A[2Q (2, y, s)~—A(z, y, 5) 9] dx dy ds, 
Y,=A[A(a2, y,z)u —@ (x, y, 2) w] dx dy ds, 
Z, =A Se, par = (4, y, 2)u)| dz dy dz. 


Considérons un aimant enfermé à l’intérieur de la même surface S. 
Soient A’, ws’, ©’ les composantes de l’aimantation au point (a, y’, 3’). 
L'action de cet aimant sur l’élément de courant uniforme considéré se 
réduira à une force appliquée à l’élément de courant. Les compo- 
santes de cette force ont pour valeur, d’après les égalités (13), 


ét = 3H dx dy dz Le LAC me = — yo a) dr das —w f ff (0 à — — 2 = *) ax! ras |, 
er a a tr ! sn sei L'— x ! Ir 
m= Side dy de [wf ff (9S 02) ae'dy'dc'—u f f [fe -4 7 ) ax'dy'dz |, 
| a '"—Z ! 1 ! z'— 23 x à ! 1 à 
G = 3H dx dy dz OV =, jax dras—e ff f(¥ = a) =) da! dy'de'|. 
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Cherchons à quelles conditions on aura 


ER 
We 
Gras Li: 


quels que soient x, y, 5, u, 9, w. 


Pour cela, transformons les expressions de £&,, n,, ©, dé la manière : 


suivante. 
Les égalités (9) donnent 


0 - 0 
À fe ~ T4 Pere 12 Le 3 
gwen =e "LE 
3 We i 
I 3 
TEE die Pie cat dans 
Yael ga gg =a! Se LE, 
Dias ins wear too 
nr =e 3 A Speake 
DER FROM —1/ —.— hb! = 
On a done 
3 ee Se 
Fr Polars 
sya set»), gar eG = sp 
75 r> 
0 y'—7y 0 y—y¥ 0 y'— 
AS RE SPACE ‘ aI y } 
dct rt ayer ve CPGE 
a+ iss LE 
LE, oho! Eu") DERe al 7 
dy \” Ox! dy! © < Os 


0s Ox 


I Tà 
Ep a! im 0 - 0 : d— 

3 (92S y) = D GE Vo +2 : 
hg z 


)’: 1b ’ À , , . * , . > 
D'après cela, si l’on désigne par V(x, y, =) la fonction potentielle 


——— 


= 


Arr. 
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magnétique de l’aimant, définie par légalité 


. p 
0= E 0- 
NÉE, y, =) Fa 2 A! ede Wb! Dy +o! Fi dz’ dy! dz’, 


on a la premiere des trois égalités 


i (eu) de dy dz, 
a4 oV OV 
C= (w à LT wn) de 4) dz 


Les deux autres égalités se démontrent de même. 

Ces expériences de £,, n,, ¢, étant obtenues, en raisonnant comme 
nous l’avons fait au numéro précédent, on arrivera aisément à la con- 
clusion suivante : 

Pour que le courant considéré ait sur un élément de courant uni- 
forme quelconque les mémes actions qu’un aimant limité a la surface 
S, il faut et il suffit que les trois fonctions £(x, y, 2), 9(æ, y, 5), 
K(x, y, z) soient, dans tout l’espace extérieur à la surface S, les déri- 
vées partielles d’une même fonction des coordonnées. 

‘ En exprimant cette condition comme nous l'avons fait au numéro 
précédent pour les fonctions F(a, y, =), G(x, y, =), H(x, y, z), nous 
arriverons à la proposition suivante : 


Pour qu’un conducteur limité par une surface fermée S et parcouru par 
des courants quelconques exerce sur un élément de courant uniforme quel- 
conque les mêmes actions qu'un aimant limité à la surface S joint an 
feuillets magnétiques disposes sur les n surfaces qui transforment la con- 
nexité de première espèce de l’espace K extérieur à S en conneailé de pre- 
mier ordre, il est nécessaire et suffisant que l’on ait en tous les points de 


l’espace E 
JE 2) = 0; 


Les courants dont les actions sur un élément magnétique extérieur 
peuvent étre remplacées par les actions d’un aimant sont aussi ceux 


de eut ie jes to ane aimant. 
Tl est en outre facile dg voir que, si l’on a 


H— Ah, a 28 


TA 
o 


tout aimant qui exerce sur un élément magnétique les mêmes actions 
__ qu'un courant donné exerce aussi les mémes actions que lui sur un élé- 
ment de courant uniforme. d 
L'action d’un courant quelconque sur un élément uniforme est 
donnée par la loi de Grassmann. Cette loi conduit aux expressions que 
nous venons de discuter. La loi électrodynamique d'Ampère conduit à 
ajouter à l’action exercée conformément à Ja loi de Grassmann sur 
l'élément de courant dx dy ds une force dont les composantes ont pour 
valeur 


— Adz dy. sul STs oa PARU Rae lee 2le-olJe ss ' dy' di 
= a= 
0 
SL Ga le-oF] glen] al 
a+ ' 
4 We (v2 Has | le oe | ave E 


SSH care VAT 


Posons, pour abréger, 
a. : ==— Adxdyds(au+ Bb + ye). 


Nous verrons sans peine que l’on peut écrire 


; 1 
0 1 »* 
oS Se 2=— Ny co = [w’cos(N;, x) + ¢’cos(N;, y) + 0 cos(N;, :)] dS 

7 a i q 

(NE brs 
“eg a r du! on Ow" 
= AA Lf |e-032| (e+e acere 
+. Mais, en tout point de la surface S, on a 


| | u'cos(N;, x) +9" cos(N;, y) +’ cos(N;, 3) — 0. 
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On a donc 


que 70 Ow" 7 


et, de même, 


ai 
fp LA de! Ow! ae Fr 
+ du! de! Ove! ee 
y el i. ire ri Go + Ger) de dy'dz' 


Cherchons maintenant à quelle condition l’action d’un courant sur 
un élément de courant fermé et uniforme quelconque pourra être 
donnée par la loi d'Ampère. Il sera nécessaire et suffisant pour cela que 
les quantités =, H, Z soient égales à o, quels que soient u, 9, w, x, y, 
z; ou bien qu’on ait en tout point (x, y, =) de l’espace E extérieur au 


courant 
“(ae! = a2 eee dv’ Ow’ ) a 
ip i ne (oe! ‘ Oy F 03! bse enr 


à) . yf 
(25) ILE a (Su ! ae ) de dy'ds' =o, 
| ee ae = jo + Gr ) de Pay dal aa 


ie pen ak ae 
Be | [NGS a FS) warns 


(a! = ot yy) — dv! _ 04 PS TRS (ot ae 
{ff Pre + Te rer da' dy'dz' =o. 


Ajoutons membre a membre les trois égalités (25), en tenant 
compte de la relation 


= (0! ap + (y + (25) 
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égalités 


dont eae We 
P. DUnEM. J Fe UE 


du! del oo dn'd tre sa 
pe Tor * dz! Le ee 7 


Moyennant cette. égalité, on peut substituer aux aa e 25 ) les 


ERA Darren 


= 117 04 aor oe Foals 
(a7) cae je ER - de dade 0, 


+ Ost 
er: 
SE us ele =f or + es Sar) ded! da =o. 


Si nous posons ale tageomnns en ssn: (ai 


yf 
Kayaalf fr (SE + D + 55) dr'dyas, 


les égalités (27) et (26) deviendront 


PR, OK 
ie te DAT 

ah Sapa FR = 
OF 055" SR OZ Ox OY 


~ 


Ce sont done là les conditions nécessaires et suffisantes pour que la 
loi d'Ampère soit équivalente à la loi de Grassmann. 


Ainsi, lorsque, dans le calcul de l’action d’un courant quelconque 
sur un élément de courant quelconque, les deux lois d “Ampere et de Grass- 
mann sont équivalentes; lorsque, par conséquent, la loi d’ Ampére donne 
exactement l'action du courant considéré sur un élément de courant uni- 
forme quelconque, la loi électromagnétique d’ Ampere et la loi électro- 
magnétique de Biot fournissent la même expression pour l’action de ce 
courant sur un élément magnetique, et cette expression est exacte. La re- 
ciproque de cetle proposition est vraie également. 


tow 


iy 
va ent BARS 


Hire) 
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§ IV. — Action d'un courant quelconque sur un élément de courant 
quelconque. 


i] = 11 
L'action d'un courant quelconque sur un élément de courant quel- 
conque se réduit à une force dont les composantes sont 


X—=X EX; VV ee), L =; + 2, 


(X,, Y,, Z,) étant donnés par les égalités (5), et (X2, Yo, Z,) par les 
égalités (6) 


Z, —=—AD(x, y, de +) de x dy dz. 
Ne 


du ae Ow 
ney ne oe 


X= — AW (2, 7,2) ( 


L’expression des quantités X,, Y,, Z, est entièrement connue. Tan- 
dis que, par l’intermédiaire des quantités o(2, y,z), O(a, y,z), 
W(x, y, 5), définies par les égalités (1), X,, Y,, Z, dépendent d’une 
constante encore inconnue, la constante à d’Helmholtz. Cherchons a 
quelle condition l’action d’un courant sur un élément quelconque de 
courant sera indépendante de la valeur de à. Il faut et il suffit pour 
cela que les trois quantités O(a, y, z), O(x, y, 5), W(x, y, 5) soient 
indépendantes de à. 

D’après les égalités (1), on a 


I 
Fat L'ax'dy'as 


rie 


On peut écrire 


D = [ul (a! — 2) eye y)+w" (3 — 3) ] de! dy ds! 


te dt ae | 
(a'— x) — +! mt" dx! dy! dz'. 


A [ul (a! — a) + 0'(y!—y) + (2! — 2) da'dy'ds'. 


4 ote an 


Lit en est ti e 
= 7 rer — Eu! cos(Nn 2) +0" nl i Re 


‘ ri A AC : + 3 : ’ ‘ 
i. TR L à ay 2: was 
ag + eee - : À fe — ar Ou a (i aw 1 I ii nt 
L 17 : ad ae dy ge à st 
pre + (ere = 9B) aed 7 anon 
É ; i NE SEA dz! . | ar ats 
RES AU. “Fax 


ass on a, en tout point des, 
F . : | “4 : . + 
u! cos(N;, æ) + 9! castN,, VITE sp! cos(N;, +) =o. 


mee — On a aussi | , 


æ'—æfôu de! aw roa > : 

ee. ee raptor) dar ur a 
Ske dc! Ow (be IIS PEL d ; “ 40 
=-[ff5 (at Oy! + =) “axé ds = Ph LE à | f 


Ona Gone finalement, 


HT | À ,0 | a 
es * rie ‘dy! ds! — = Jz KG, 7,5) | à 
AE . | a, 
Bae | et, de même, ~ | = É 
| TR , I-A 0 | 
Ss ie | Mernay= ff ft du! dy' ds — + a LS 
ie”, ee 2 
- ARE de a j @(x, y $8 =f ffs e — dz' dy ‘ae — Packs AG, Ys 3). 
; 4 . _ Dela la conclusion suivante : à 
wee Pour que l'action d'un courant sur un élément extérieur quelconque 


soit independante de la valeur de la constante À d’Helmholtz, il faut et il 
suffit que la quantité K (a, Y,3) soi constante dans tout l espace extérieur 


eae | au courant. 

; | Cette condition est réalisée pour les courants uniformes, | pour les- ‘ 
1 a . quels la quantité K(x, y, 3) est égale à zéro. 

VA x 

+ * 
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§ VI. — Conclusion. 


Résumons les principaux résultats de ces recherches. 

Dans l’ensemble des courants électriques, on rencontre une caté- 
gorie tres remarquable. Elle est formée par les courants pour lesquels 
ona en tout point extérieur 


‘fou! de! aw'\ 1. 
J(x, y, 3) ef (Su + So + Gy) See" dy de = 0. 


De tels courants ont sur tout élément magnétique extérieur la même 
action qu'un aimant limité à leur surface; cette action est donnée par 
la loi de Biot. 

Ils ont sur tout élément de courant uniforme extérieur la même 
action qu'un aimant limité à leur surface ; cette action est donnée par 
la loi de Grassmann. 

La propriété qui distingue cette catégorie de courants a, d’ailleurs, 
une signification intéressante. 

Soit o’ la densité de l'électricité libre en un point (2’, y’, =’); ona 


(ae OO SOU ay a) 
dt \ox Toy‘ 07 


et, par conséquent, 


aes OP ye tae! 
JC, y; = ff; ore dy asi. 


Soit ®(x, y, =) la fonction potentielle de l’électricité; ona 


+ ar 
vie, ya)=f ff Cae! dy' ds 


et, par conséquent, 
di 1 0@(z, y, Z) 
J(x, Ÿ) 2) = at L 


Les courants en question jouissent donc de cette propriété : 


Le mouvement électrique dont les conducteurs sont le siège laisse inva- 
riable la valeur, en tout point extérieur, de la fonction potentielle de I élec- 


tricité libre. 


a 
a oe 


PF. . A iva AS ' ï 
i us | anni (es sue 

D Mr LT 
west constante dans tout l’espace extérieur. Ceux-là fie sur un élément 
de courant extérieur quelconque une action indépendante de la valeur _ a 
de la constante À d’Helmholtz. mie > 0) 
MORE" . En fin, dans la catégorie précédente de courants, s’en trouve une a 

- 2 = “encore plus particulière ; elle est formée par les courants pour lesquels — im. 2 
ona, en tout pony, extérieur, 


dk het GR 
022 rs dy? bu ) 
aK LR. 07K 
dyd — WS on eee Ox dy 


_ L'action d’un tel courant sur un élément magnétique extérieur peut 
être calculée aussi bien par la loi électromagnétique d'Ampère que 
À par la loi électromagnétique de Biot; son action sur un élément de 
4 courant uniforme peut être calculée aussi bien par la loi électrodyna- 
EN mique d'Ampère que par la loi électrodynamique de Grassmann. +472 
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 


SATISFAISANT 


A UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ALGÉBRIQUE, 


Par M. A. HURWITZ, 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITÉ DE KOENIGSBERG. 


Dans le Tome IV (année 1887) de ces Annales, M. Gomes Teixeira a 
énoncé le théoreme suivant : 


La série 


(1) YS Ag+ UE + Agx*+...4+ and +, 


OÙ Ay, Ay, Ay, ... représentent des fractions réduites à leur plus simple ex- 
pression, ne peut pas étre le développement d’une fonction définie par une 
équation algébrique relativement à x, y, y', ..., y® à coefficients en- 


tiers 
(2) HSM TT y®) == 0; 


st les dénominateurs de Ans, Ansa, ... Contiennent indéfiniment des fac- 
teurs premiers supérieurs respectivement an +1, n +2, .... 


Mais ce théorème n’est pas juste. En effet, considérons la série 


2? ar 
en eee ie, 
ny! 


eee 
A} (2 


ys 5 (a+ evi) ait 51 


\ 


a? 
sd 


qui i satisfait à à l'équation 


Le dénominateur (an)! du coefficient de ae caren 
facteur premier supérieur à 7, attendu qu’il ya RE moi 
nombre premier entre les limites net2n. 

Comment faut-il modifier le théorème de M. Teixeira? "Pour répondre 
à cette question, supposons que la série (1) satisfasse à l'équation (2), a 
sans vérifier une équation de degré moindre en y®. Désignons, en A 
outre, pour plus de simplicité, par les lettres 


In Er 
des fonctions entières à coefficients entiers des quantités 


PUS Ni enr PT 


En différentiant l'équation (2), on trouve un résultat de la forme 


(3) yO) fi + 20. 
La substitution de la série (1) pour y donnera 
(4) | Je Che Ken = 


et nous pouvons admettre CZo, la série (1) ne satisfaisant pas à l’équa- 
AS = OR 


Cela posé, différentions l’équation (2) 29 fois par rapport à +; nous 
obtenons 


(5) ylit2p) fF, 1 te adh TE SAS + pp HU RES Tous = 0, 


comme on le démontre aisément par voie d’induction. 
Donnons maintenant à l’entier 9 une valeur déterminée, assujettie 
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seulement à la condition i+ p+1St+ 29 — #, c’est-à-dire o > hk, et 


faisons, pour abréger, ¢+ 29 =p. L’équation (5) peut alors s’écrire 
comme suit : 


(6) YO fit VPN fiat. : + per fit PES 0. 


C'est de cette équation, vérifiée par la série (1) et linéaire par rapport 
à JP, yP0, ..., y'?-*, que je pars. En la différentiant q fois de suite, 
je trouve 


De EN OU Pea Of; | or oes 


(7) | 
| ee EE | fine UO Se (tr | + fr+q—k—-1 = 0. 


Ici les coefficients de y?*?, y?+-"), ..., yP+7-" se réduisent pour 
æ = 0 à des fonctions entières de g à coefficients rationnels. Ces fonc- 
tions ne peuvent pas s’évanouir tous, le coefficient de g* dans la der- 
nière fonction étant C. Ainsi, en posant a = 0, l'équation (7) se ré- 
duit à 


Ha anti lent ant ln AU Die: dei) 


où l’entier « est compris entre o et #. Faisons p + g — à = m, nous 


pouvons écrire finalement 


(3) yi (Cot (OILS Siew) Oot Cym*) — AIG TT ve al y) 


pour toute valeur de m dépassant une certaine limite, les coefficients 
Co» Cry es Cg, © étant des nombres entiers indépendants de m. 

A partir d’une certaine valeur x de m, le coefficient de y,” ne peut 
jamais s’annuler. Par conséquent, si m2n, les facteurs premiers con- 
tenus dans le dénominateur de yÿ” divisent 


g(m)= c+ Cm +...+ Cum, 
: 


autant qu'ils ne sont pas contenus dans les dénominateurs de yy, 
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(m-1) (4 a ; it des res premiers 
, "0 (4), Désignons par P le produit des nombres p 


Ve Sen 
were Aes P : ' (n-1) 
qui divisent les dénominateurs de Yo, Vo. +++» Yo : Alors les facteurs 


premiers des dénominateurs de 


(n+1) 
. yen Pare. Vo . 
a ’ rE SE | 
nt nl n+1 (n+1)! 


divisent respectivement 


nlPg(n), (n+1)lPg(n)g(n +1), 
ou, ce qui revient au même, respectivement 


y(n), y(r)y(2+1), .- 3 
si l’on pose 


y(m)=(n—1)!Pmg(m)=y,4+yim+...+yym (Yo= 0, ¥=a+1). 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 
St la serie à coefficients rationnels 
YHA A,r? +...+4,2"4+... 


salisfait à une équation différentielle algebrique, il existe une fonction 
entière a coefficients entiers 


VC) = Yet 713 + ya3+ pa), 


el un nombre entier n tel que les facteurs premiers contenus dans les de- 


(1) En désignant par do, di, ..., da—1 les dénominateurs de yo, 7), «++ YA );ron 
trouve évidemment, à l’aide de l’équation (8), 


Am 
did... démi[g(n)]lBe [g (re +1)]8:. .g(m) 


A2) ce 
: A es 


A" représentant un nombre entier. 
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nominateurs des fractions réduites 


any An+19 An+29 


divisent respectivement 


y(2), y(n)y(nm+1), y(n)y(n+1)y(n+2), 
Les nombres y(n), y(n +1), y(n + 2), ... sont tous différents de zéro. 


Nous avons omis l’hypothese que l’équation différentielle en ques- 
tion soit à coefficients entiers, parce que la série y satisfait nécessaire- 
ment a une telle équation, si elle vérifie une équation algébrique quel- 
conque. 

C'est la le théorème (généralisation d’une proposition connue d’Ei- 
senstein) qu'il faut substituer au théorème de M. Teixeira. 

En se fondant sur notre théorème, il est aisé de former des séries ne 
vérifiant aucune équation différentielle algébrique. 

Considérons, par exemple, la série 


52 ee oe 
_ ra Oi aaa 
DT] (Ne 


eens 


qui représente une fonction holomorphe pour toutes les valeurs finies 
de æ. Si cette série satisfaisait à une équation différentielle algébrique, 
il existerait une fonction y(z) jouissant des propriétés énoncées plus 
haut. Supposons, comme il est permis, que y, soit positif et détermi- 
nons m tellement grand que 


y(m)>y(m—1), y(m)>y(m—2), ..-, y(m)>y(2), m">ay(m). 


Comme il y a toujours un nombre premier entre les limites y(7) et 
2y(m), il est clair que (m”)! contient au moins un facteur premier 


qui ne divise pas le produit 


y(n)y(m+1)...y¥(m). 
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Mais cela ne s’accorde pas avec notre théoreme. Ainsi nous avons la 
proposition : 
La fonction 


8 xr gr 


x ‘ c 
(CA + — — + T+. 
VED Bt aoe + yl 


ne satisfait à aucune équation differentielle algébrique. 


Je remarque, en terminant, qu’il y a des fonctions de la même pro- 
priété déjà parmi les fonctions élémentaires. En effet, M. Holder, dans 
un autre ordre d’idées, a démontré (Math. Annalen, t. XXVIIT) que la 
fonction ['(a) d’'Euler ne vérifie aucune équation différentielle algé- 
brique. 


= ana 


SURFACES RAPPORTÉES A LEURS LIGNES ASYMPTOTIQUES 


ET 


CONGRUENCES RAPPORTÉES A LEURS DEVELOPPABLES, 


Par M. C. GUICHARD, 


CHARGÉ D'UN COURS A LA FACULTÉ DE CLERMONT-FERRAND. 


Dans cette étude, je définis une droite d’une congruence par les 
coordonnées de son point central et par ses cosinus directeurs. 

En menant par le centre d’une sphère de rayon r un rayon paral- 
lele à cette droite, j'obtiens sur la sphère un point qui est la représen- 
tation sphérique de la droite. Aux développables de la congruence 
correspondent des courbes tracées sur la sphère. 

Je suis amené ainsi à étudier un système de coordonnées curvilignes 
quelconque tracé sur la sphère; c’est l’objet du premier paragraphe 
de ce travail. 

Je montre, dans un deuxième paragraphe, comment ce système de 
courbes doit être particularisé pour qu’il soit la représentation sphé- 
rique des lignes asymptotiques d’une surface. Je fais voir ensuite que, 
lorsque cette représentation sphérique est donnée, les surfaces cor- 
respondantes peuvent être obtenues à l’aide de quadratures. 

Relativement aux congruences, la représentation sphérique de leurs 
développables peut former un système de courbes quelconque, et, 


quand ce système est donné, la détermination des congruences cor- 


respondantes se fait à l’aide d’une équation de Laplace. 

Si l’on veut que ces développables découpent sur la surface centrale 
un réseau conjugué, il faut et il suffit que la représentation sphérique 
des développables soit celle des lignes asymptotiques d’une surface. 
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Ce théorème permet d'obtenir une série très étendue de surfaces rap- 
portées à leurs lignes asymptotiques. IL suffit pour cela de prendre 
deux courbes quelconques. A chaque sécante commune aux deux 
courbes correspond un point de la surface; les lignes asymptotiques 
correspondent aux cones, qui ont pour sommet un point d’une courbe 
et pour base l’autre courbe. | i 
Enfin, si la représentation sphérique des développables est celle des 
lignes asymptotiques d’une surface à courbure constante, les arêtes de 
rebroussement des développables sont les lignes de courbure des sur- 
faces focales. 
Ce théorème permet d’établir entre certaines surfaces une corres- 
‘pondance réelle, de telle sorte qu’aux lignes asymptotiques de l’une 
des surfaces correspondent les lignes de courbure sur l’autre. 


I. — Coordonnées curvilignes sur la sphère. 


Soient «,., y les coordonnées d’un point M d’une sphère ayant pour 
centre l’origine et pour rayon l'unité. Supposons que a, 8, y soient 
des fonctions de deux variables uw et v. Posons, avec Gauss, 


do? = da? + dB? + dy?= e du? + 2 f dudy + g dv’, 


{da a8 dy \? 
a i aa =e ‘ 
._ dada , 08 08 | dy dy 
() Nghe pA rh ides par sp 


t= (a) +e) HG) 


auxquelles nous joignons les formules 


où l’on a 


je ee 
[ass du + poe + YOu FE 


06 


(2) 
a 
leads hig +7 = 


En différentiant les formules (1) et (2) par rapport à w ete, on 


ey AC ee) Aa NO ., POUURR 
dar MOTS La ro ——F , 7 
La VAN ; : i 
ee ae +y a he. 
OO, Orde dat" oi dul a du ee: 
pac OO 06 PP 0 d'art de. 
\ du du ds du dudv du Oude 2 de” 
[oz da OB OB | dy ty _ of _ soe \ 
Ou 0? Qu dv? * Ou de® de 2 du’ 
f ox da eee VO eri yt 0e 
O° OW dv du® dp du? ~ du 2 dv’ 
à dx Oa _ 98 078 dy dy _ 1 dg 
dv dude © dv dude" dv dude 2 du” 
dada | 308 | doy _1d8 
de dv? Ov OP «do dye’ Lo dv > 
À a oe posé, remarquons que le déterminant 
| da da 2 
SG ov 
3 08 08 
D . du ov 
44 : oy oy 
7 Qu de 
est différent de zéro. Il en résulte qu’on peut écrire 
Fs OP a Ox Oa 
| CAN annie ade ae 
d OB, 98 08 
5 aut —* gu +B ag TPP: 
Ls leas GCE RU 
nae ic Ou LS err ee 
pom 
ipa Mulinlions ces équations par a, B, yet ajoutons. On aura, en tenant 


pe comple des House 


RES 1 


QUES, rc. 3 


(2) et (3), 


P=—e 
5 
- 
a 
, ad : 
# L >, ‘ 
PS | 
a 
Pa L 
Je >» sf 
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san : da 06 Oa . da OB 9 
En les multipliant d'abord par aT 2 SL puis par 5» = aw on 
trouve 
ms 
2 Ou’ 
bits 


0 
Af+Bg= 2 — = 


2 
2 du 


Ae+Bf= 


ce qui donne A et B. 
En opérant de méme sur les autres dérivées secondes, on aura le 


tableau de formules 


du? du ov 
Ora dx Oa 
l'a —— LEE ES, 
(4) Ou dv C du ov “et 
Ora E da da 
de? du dr 5% 


auxquelles on doit joindre les formules analogues obtenues en rempla- 
cant « soit par $, soit par y. 

Les coefficients qui entrent dans ces équations ont les valeurs sui- 
vantes : 


de of de 
106 ou * Foe 
| L — 2A 2 
de of de 
es gi Died Tee aT 
_- 2A 
de Og 
his Be an 
a 2A 8 
(5) de 0g 
1 de du 
la 2A : 
yale 508 Os 
He on Fou 24 
2 À ‘Ts. 
— oO of 08 Og 
F = oA Jo ae 
2A ? 


(6) 


(7) 


SURFACES RAPPORTÉES A LEURS LIGNES ASYMPTOTIQUES, ETC. 897 


Différentions la première des formules (4) par rapport à ¢, la se- 
conde par rapport à uw; puis, dans les résultats obtenus, remplacons 


les dérivées secondes par les valeurs données par les formules (4). On 
trouve 


OFa  da/doA Oa OB 
cop ele +AC-+BE)+ (AD + D + BF—e) + af Af—Bg 

_ da/fac Oa oD ¥ : 

= Sal ge +CA+DC—f) + 52 (cB + + D) + a(—Ce—ps— 
On aurait de méme 
aa. 0a / dG ; da f OD i 
eae 0 + DE) +52 (cb + +Dr-y)+a(—0y-Ds- 2 


Bs oR et A dx OF _ dg 

à Je (Se +EA+FC—g) Te (EB +o +FD) + a(—Ee—F/— Lae 
Les égalités (6) et (7) subsistent quand on y remplace «, soit par 6, 

soit par y. On en conclut que, dans les formules (6), comme dans les 


formules (7), les deux coefficients de a oe doivent étre les mémes. 


On obtient ainsi six équations qui contiennent les dérivées du second 
ordre dee, f, g. Ces équations ne sont pas toutes distinctes; quelques- 
unes méme sont satisfaites identiquement. Voici comment on peut 
obtenir la solution la plus générale de ces équations : a, 8, y étant 
exprimés rationnellement à l’aide de deux variables § et n, on prendra 
pour & et n des fonctions arbitraires de wu et v. On arrivera ainsi à ex- 
primer e, f, g à l’aide de ces fonctions et de leurs dérivées. Ce sera la 
solution demandée. Mais, dans l’étude de systèmes particuliers de 
coordonnées curvilignes, il pourra être avantageux de se servir des 
équations (6) et (7). 


II. — Représentation sphérique des lignes asymptotiques d'une surface. 


Soient M un point d’une surface; x, y, 5 ses coordonnées rectangu- 
laires exprimées en fonction de deux variables & et ¢. Supposons, de 
plus, que les courbes w= const., ¢ = const. soient les lignes asym- 
ptotiques de la surface. Soient enfin «, 3, y les cosinus directeurs de la 
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normale en M à la surface. On sait que le point m de la sphère de 
rayon 1 (quia pour coordonnées «, B, y) est ce que Gauss appelle la 
représentation sphérique du point M de la surface. Au système des: 
lignes asymptotiques de la surface correspond sur la sphère un système 
de courbes qui est la représentation sphérique des lignes asympto- 
tiques de la surface. Je me propose d'établir ici la propriété caracte- 
ristique de cette représentation sphérique. 
En vertu des hypothèses faites, on a les équations 
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du a du ue ae? 
Ox dy LE RS 
rt 7 ov nt 
da dx . OB dy , dy Os _ 
du du Ou du Qu'on AP 
da de | 05 dy , dy Os _, 
de ov ov ov CN ON 


Déterminons maintenant des fonctions M, N, P qui satisfont aux 
équations 


Ox da _ da 

Aa Ms, No + Pa, 
AS HA. MR 
3 dy Oy : 


Pour cela, multiplions ces équations par «, 8, y et ajoutons. On 


trouve 
Po. 
: Le dx 08 dy 
En les multipliant par Ju? du? Ou Ce en ajoutant les produits, on a 
Me+Nf=o, 


ce qui permet de poser 


Ma hy; N 


=— he, 


j 


JE x et a, soit par y et 3 soit par = a | a 
Dileentions la st ere, des ee ( gas par ue g et la se- 


" Forte leg] + Se | afd — 9 (he) = hek | + a(— hf? heg) 


om ; Ke pao A aa 

ee SAV lg A+ yc] + Nr |- LE + YD) + ati lf?}. a 
Cae: ; + 

Comme précédemment, on voit que ces deux expressions de ~~ de coe >t 

oie “doivent étre identiques. La compptateon des deux coefficients de a — est 


donne d ‘abord | 
DT: 


PRET ail 


On voit alors que A doit vérifier les deux équations 
% 


eo 7a ; : d C2 RENÉ Vas 
Le) 90 (ah) + 5, (he) =A (CE — BA), 


d LICE il 

5, UN + 5, (he) = RGB — EF). 
HE Développons la première de ces équations; on aura 
AD T4 aie 


; te ei, de «Oh 
Dap) + 2 Ce) an FZ + fo SE 
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et 
of Og Og (24 de œ ore o de 
28655 8 Ou ae pren Ci du Fags ap ES Go 
eE — PA ZA 
oA 
ee Ban que anh 
a5 aA 


L’équation (3) devient alors 
Oh | 128 Oh 9A ,,04 
as fing hou to ou ns OSG 5e 
ou encore 
Og _ oh an : (2 oh aN 
— 2 Ah =f(2 AT, +hs +28 A +h 


En multipliant les deux membres de cette équation par À, ona 


— 2( ane 28 = fei (Ah?) + go (an ). 


Posons 
(5) Ah? = e?). 
Il vient 
; Og. On On 
Se Waal Sat ie du 


On aurait de même, en transformant de la même manière l’équa- 
tion (2), 


Les équations (6)et(7) oo Ë uivalentes à celles qui s’en déduisent 


en les résolvant par rapport à = 3 > On trouve 


+ 
298 de 
A _ € Qu LE ie 
(Le A 

0g _de 
hag ACT or OT 
av i. Oe ete 


—=— 2D, 


— 


2 
$ 
4 


Ce dis be 


did ake 
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d’où 
us ac _ ob, 
du ov 


Réciproquement, si la relation (8) est satisfaite, les équations (3) 
et (4) sont compatibles. Donc : 


Pour quun système de courbes tracées sur la sphere soit la représenta- 
tion sphérique des lignes asymptotiques d'une surface, il faut et il suffit 
que ce système soit tel que l’on ait 


Je ferai, sur ce sujet, les deux remarques suivantes : 

1° Si l’on se donne sur la sphère un système de courbes satisfaisant 
à la relation (8), on pourra, à l’aide de quadratures, déterminer À par 
la formule 


(9) | dk =— 2(D du + Cdv), 


ce qui donne À à une constante près, puis, en vertu de l’équation (5), 
A à un facteur constant près. Les équations (2) donneront ensuite 
x,y, spar des quadratures. On voit, d’après cela, que, lorsque la re- 
présentation sphérique des lignes asymptotiques d’une surface est 
donnée, on peut déterminer cette surface par une suite de quadra- 
tures; de plus, toutes les surfaces ainsi obtenues peuvent se déduire 
de l’une d’entre elles par une homothétie suivie d’une translation. 
_2° Si l’on exprime «, B, y en fonction rationnelle de deux paramètres 
é, n, qui sont des fonctions de u et v; e, f, g contiendront les dérivées 
premieres de £, n, de sorte que (8) contiendra les dérivées du troi- 
sieme ordre de & et n. La résolution de cette équation du troisième 
ordre permettrait de rapporter toutes les surfaces à leurs lignes 
asymptotiques. La résolution de cette équation paraît impossible; il 
semble même qu’il est difficile d’en obtenir des solutions particulières 
ayant cependant une grande généralité. Cependant, dans le cours de 
ce travail, nous trouverons une série assez étendue de surfaces rap- 


portées à leurs lignes asymptotiques. 


et Tae de la ate cp étant donné per rat bral oe La 


Ne PE dat edu?+ af dude +g de. ; 


La Ada 08 de ces deux formules donne, pour le rayon d 


des PR RUES ion 
Te be 


de i se est 
es 2phf — hor 


Si la surface a une rehire constante, h’a est constant; alors Cet D 


sont nuls. On en déduit 
de _ 
ie 


En choisissant convenablement les variables wu et », on pourra poser 


ée=1, si. 
Les équations (6), (7) du SI se réduisent alors à 


GE ov pe 2t La Vr ae 


III. — Représentation sphérique d'une congruence de droites. 


Soient 


| D une droite de la congruence; 
ert F, F’ les points focaux; 
Cia C le milieu de F, F'; 
a * x, y, 3 les coordonnées rectangulaires du point C; 
; : a, 3, y les cosinus directeurs de la droite D; 
e la longueur CF. 


; K 
4 i: Supposons ces quantités exprimées en fonction de deux variables w 


SURFACES RAPPORTÉES A LEURS LIGNES ASYMPTOTIQUES, ETC. 343 


ete; supposons, de plus, que les surfaces réglées u— const., » = const. 
soient les développables de la congruence. Le point de la sphère de 
rayon 1, qui a pour coordonnées «, 8, y. est ce que j'appelle la repré- 
sentation sphérique de la droite D: enfin les courbes HICONS(, 
9 =const., tracées sur la sphère, seront la représentation sphérique 
de la congruence. 

Le point F a pour coordonnées 


T+pa, y+pB, 3+ py 
et le point F’ 
æ—pa, y —pB, 3 — py. 


On peut donc poser les équations 


d(x + pa) Wists d(y +8) deh O(s + py) _ 


=} 
du du Ou Ys 
O(@ — pa) _ ONG es cle) es Cleary) ye. 
TRE 1G, , aoe a 16; de Eire 
d’où l’on tire 
PR pe ok, 2 de 
Ou du Pou’ 
@) da 0 0 
Pa oP me 
dv =(1+ eat pe 


et les formules analogues pour y et z. 

Différentions la premiere de ces équations par rapport à ¢, la seconde 
par rapport aw, et remplacons les dérivées secondes de « par les va- 
leurs fournies par les équations [(4), § I]. On a 


0? da/ a dx dp Loc LOSC ) 
> ( 36 pt) + Se (a— Se —pb we Noe en 


O20p= Ou dr ov du 
Oa Op da (dp of OF pi ). 
= Fe (+ SE + 0c) +55 (So +0 | Oia aed 


Ces deux expressions devant étre identiques, on aura 


a OP oe 
(2) t=—a(S + pc), 


dp 
(3) h=+2($ +d) 


hd 
“eh 
58 
ce GUICHARD. | 


diy ed Lainey. 
ov ou te aT 


En éliminant / et A entre ces équations, on trouve 


Rt 0? p 
(4) du ov 


de De 


| Op a ia ay 
pe aa Ou d | (Sa 


du  d +). | 


, A a 


On voitainsi qu’on peut se donner arbitrairement la représentation 


sphérique d'une congruence; pour déterminer la congruence corres- 


pondante, il faudra résoudre l’équation de Laplace (4); le probleme | 
s'achevera par une quadrature. 

Si l’on voulait avoir toutes les congruences, telles que les arêtes de 
rebroussement de leurs développables soient des hélices, il faudrait 
prendre comme représentation sphérique deux séries de cercles. 


IV. — Cas où les développables de la congruence découpent un réseau 
conjugué sur la surface centrale. 


En tenant compte des équations (a (3), (4), on peut écrire ainsi 


Ja valeur de —— 2 ne 


ae _daf. dp | da , Go. dp dda ae 
10 ae = oa av Abe (ot — Sa hie eda P Ou 


Si sur la surface centrale, lieu des points C, les courbes u = const., 
v = const. forment un réseau conjugué, on doit pouvoir poser 


a dx Ox Ox 


a ie | DE DU SE Gun die 
cf | avec les formules analogues pour y et s. La comparaison des for- 
Re mules (1) et (5) donne 
Lx PC ‘a Op | 
Ris p dv 
5 0 
D ne 
de Q ve p du 


} 
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On aura, en égalant les coefficients de «, 


Qt 


Demo 2 oD ye 


de u aan ov P du 


et, en simplifiant, 


Donc : 


Pour que les developpables de la congruence découpent un réseau con- 
Jugué sur la surface centrale, il faut et il suffit que la représentation sphe- 
rique de la congruence soit celle des lignes asymptotiques d'une surface. 


Inversement, si l’on connaît une congruence jouissant de la pro- 
priété indiquée, on pourra, à l’aide de quadratures seulement, en 
déduire une surface rapportée à ses lignes asymptotiques. 

Or on sait que cette propriété existe dans le cas particulier où la 
surface focale se compose de deux courbes. Indiquons rapidement 
comment on détermine dans ce cas la surface correspondante. 

Soient o(w), o,(u), 9, (u)les coordonnées d’un point de la première 
courbe; — b(v), — d,(e), — L,(v) celles d’un point de la deuxième 
courbe. On aura 


2 


p+Ÿ ae va, pith Vs 
2p 2p 2p 


hor= (9+)? + (G1.+ 1)? + (92+ be)? 
Ces équations permettent de calculer les quantités e, /, g. D'autre 


part, pour la congruence spéciale que nous considérons ici, on a/=o, 
h =o; ce qui donne 


La formule (9) du § II devient 


eee 
p 
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ire > 9 
Len 


uae A cs Bes ‘oo 


Lente 
et 


ac, GUICHARD. Ke AA re 


ce. 
L 


A ares be 
P 
4 At une constante ; cette formule donne he Les formules (1) du §. 
donnent ensuite æ par une quadrature. : a 
A une congruence linéaire cette méthode fait correspondre un pa- ; 
raboloide ont les plans directeurs sont perpendiculaires aux direc- 2 
_ trices de la congruence. 
A une droite et une courbe correspondent des surfaces réglées à 
plan directeur; le plan directeur est perpendiculaire à la droite. 
Toutes les surfaces réglées ? à plan directeur peuvent être obtenues par 
cette méthode. a | | 
‘@ 
V.— Cas où les arêtes de rebroussement des développables de la congruence 


sont lignes de courbure des surfaces focales. 


Soient X, Y, Z les coordonnées du foyer F. Ona 


X=2 +a, Y = y + 08, Z=2+p7, 


ce qui donne 


Ar a: (2 


ox 0 Ox Om 
Bay oe eae 


avec les formules analogues pour Y, Z. Ces formules permettraient de 
verifier tres simplement que les courbes w= const., ¢ = const. sont 
_ conjuguées; si ces courbes sont rectangulaires, elles seront les lignes 
de courbure de la surface liew de F. La cond d’orthogonalité db 


MENT 
st Si la même propriété subsiste pour la seconde surface focale, on us 
Bs ‘a! aura aussi 
+ A 4 D 
aes 
À | 
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Ces deux conditions réunies montrent que la représentation sphérique 


de la congruence est celle des lignes asymptotiques d’une surface à 
courbure constante. 


Dans ce cas particulier, p est donné par l’équation 


9° 
- p os 
(6) du av a Phase, 


et l’on a, pour la surface F, 


ox = 2 op a 
(9) Ou Oem 
ox dx 
FR ETS 
Ainsi : 


St l’on connaît une surface à courbure constante rapportée à ses lignes 
asymptotiques et une solution quelconque de l'équation correspondante (6), 
les formules (7) donneront par quadrature une surface F. 


La correspondance entre ces deux surfaces est réelle, et aux lignes 
asymptotiques de la surface donnée correspondent les lignes de cour- 
bure de la surface F. 

Les surfaces F ainsi obtenues sont évidemment des surfaces particu- 
lieres. Si, en effet, on prend une surface quelconque S, les tangentes 
aux lignes de courbure deS ne rencontrent pas la seconde nappe focale 
suivant une ligne de courbure. 

Inversement, si l’on se donne une surface jouissant de la propriété 
de F, on pourra par des quadratures y faire correspondre une surface 
à courbure constante. 

Ces surfaces F jouissent d’une propriété curieuse que j'établirai 
dans un prochain Mémoire. L’une des nappes de la surface, lieu des 
centres de courbure de F, est telle qu’on peut y tracer un système de 
courbes conjuguées formées de géodésiques. 

Il est facile d’avoir des solutions particulières de l'équation aux dé- 
rivées partielles (6). En se reportant aux formules (4) du § I, on voit 
que «, 8, y sont des solutions de l'équation (6). Si l’on prend pour ¢ 
la solution particulière «, on a une congruence spéciale, de la nature 
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de celles que nous étudions dans ce paragraphe et dont la surface cen- 
trale est un plan. En effet, les formules (1), (2), (3) du § V donnent, 


dans ce cas, 
Ox Ox 


— oO —— 
Ou , Ov 


La surface centrale est un plan paralléle au plan des yz. 


SS 


y Se tie à = 
: TPA 4 

ù APE 

RY SE 


SUR 


LES INTÉGRALES DÉFINIES 
A LIMITES INDEFINIES, 


Par M. H. PADE. 


1. Soit f(x) une fonction d’une variable réelle x, dont nous suppo- 
serons seulement qu’elle est intégrable dans tout intervalle (a, /) dont 
la limite inférieure & est un nombre fixe et la limite supérieure / un 
nombre quelconque plus grand que a. 

Si, lorsque / grandit indéfiniment par des valeurs positives, l’inté- 


grale 
é l 
PO 


a une limite, cette limite se représente par le symbole 


fra. 


Quand la fonction primitive de la fonction f(x) est connue, on peut 
décider immédiatement de l’existence ou de la non-existence de la 
limite; mais, ce cas spécial mis à part, il n’y a aucune règle générale 
qui permette de se prononcer. 

Toutefois la question est encore presque toujours assez facilement 
résolue, lorsque, pour toutes les valeurs de x supérieures à un nombre 
déterminé, la fonction /(x) est positive ou nulle. On rencontre de plus 
grandes difficultés lorsque, quelque grand que soit un nombre, la fonc- 
tion f(a) ne garde pas un signe constant pour les valeurs de x supé- 
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7 


rieures à ce nombre. Nous nous proposons de faire voir comment on 
peut bien souvent ramener ce cas au précédent. 

Pour abréger, nous dirons, dans le premier cas, que la fonction est 
constamment positive, et, dans le second cas, qu’elle change constam- 
ment de signe quand x grandit indéfiniment. 


2, Soit donc f(a) une fonction qui change constamment de signe 
quand æ grandit indéfiniment. Supposons que, pour toutes les valeurs 
de a supérieures à a, la valeur absolue de la fonction /(a) ne dépasse 
pas une quantité positive connue À, intégrable, elle aussi, dans tous 
les intervalles (a, /) définis antérieurement. On a identiquement 


[feode= fade [taste 


et les éléments différentiels sont constamment positifs dans l’une et 
l’autre des intégrales du second membre. 

Si A est une constante, la premiere de ces intégrales s’obtient de 
suite, mais ne tend vers aucune limite quand / grandit indéfiniment, 
et la transformation ne peut servir à atteindre le but que nous nous 
proposons. 

Mais supposons que A soit fonction de +, et que l'intégrale 


I 
ip À dx 


ait une limite pour infinie; dès lors, on peut affirmer que l'intégrale 
qui figure dans le premier membre a aussi une limite. L'élément diffé- 
rentiel positif de la dernière intégrale est, en effet, au plus égal à 2A; 
cette intégrale est donc inférieure à 


et, a fortiort, à : 
af Adz; 
a 


comme elle croit avec Z, elle a une limite. 
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Ainsi l’on établit que les symboles 


pus By AA gabe pl 
———————————_—— ad A o L 
: : EL æ4- 1e cos( blogz) dx 


ont un sens; leurs éléments différentiels sont respectivement au plus 
egaux, en valeur absolue, aux quantités 


=> æxa-le-x dx, 


qui sont positives entre les limites d’intégration, et les intégrales 


ees Be 
Sager te UE 
Tu 1 


ont une limite pour / infinie. 

C’est, comme on voit, la règle connue, que l’on établit ordinairement 
par la transformation de l’intégrale en une série qui, dans ce cas, est 
absolument convergente. 


3. Mais il peut arriver qu'il n'y ait-pas de fonction A satisfaisant aux 
conditions précédentes. La plus petite valeur que puisse prendre A 
est, en effet, égale à la valeur absolue de f(x); si donc l'intégrale 


U 
[ | f(a )| dx ne tend vers aucune limite quand / grandit indéfiniment, 


et, dans ce cas, elle grandit elle-méme indéfiniment, de quelque facon 
l 
que l’on choisisse A, l’intégrale iF A dx grandit indéfiniment avec /. 
a 


Dans ce cas, on a ordinairement recours à l’étude souvent difficile 
d’une série à termes alternativement positifs et négatifs, qui ne peut 
être absolument convergente. La méthode suivante, quand elle sera ap- 


plicable, sera souvent beaucoup plus simple. 
Supposons que, par un changement de variable, on puisse mettre la 


oa = 
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Ar 


_ différe 


on en connaît la fonction primitive W(4)+ const., et enfin, cette 
fonction primitive est supposée rester finie quand ¢ grandit indéfini- 
ment. On peut alors attribuer à la constante une valeur A, telle que la 
fonction A + W'(z) soit constamment positive. 

Dans ces conditions, on a 


ee: [ Mo)de= f TOVOLES o(t)djA+W(t)}, 


et, en intégrant par parties, 
l 4 m 
is f(x) de =}9(t) [A + 8 (e)]\" —f [A + W(t)] 9!(¢) de. 
a b 


Nous sommes ainsi amenés, comme nous le voulions, à une inté- 
grale dont l’élément différentiel est constamment positif. 

Les hypothèses faites se trouveront le plus souvent réalisées dans la 
pratique. Nous ne ferons qu’une seule application de la méthode en 


établissant que le symbole f sina? dx a un sens ou que l'intégrale 
0 


l 
de Fresnel if sinx* dx a une limite quand / grandit indéfiniment. 
0 


On pose x? = t, en sorte que 


| v(¢) —sint, 
: W(t)=— cost + const. 
+ 
Prenons la constante égale à l'unité; on a 
à 


e B “ ane 
R | : [ sin +? dx a Bint ge AR a(t 0084) = a \ 
mes . 0 o 2Ve 0 aVt 0 Ve 
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puis, 


LE 
PAL ES Eu 

sin? — sin? — dt 
2 2 


i 
ik sin x? dz = = Sis —— : 
0 VE /o 2 
0 


L'application des critériums connus, relatifs au cas où l’élément dif- 
férentiel de l'intégrale est constamment positif, montre de suite que 
a # . . . . . 
l'intégrale du second membre a une limite pour / infinie. Le premier 


terme de ce second membre a pour limite zéro. Le symbole ii sina? dx 
0 


a donc un sens, et l’on a 


co DS 
: I sin? a dx 
1 Sh. a2 — —_.—: 


A aya }, ne 


4. Observons, en terminant, que, pour étre ramené a des intégrales 
dont les éléments sont positifs, il n’est pas indispensable que A soit 
une constante; on peut supposer que c’est une fonction de £, et l’on a 


dY(t)= d[A+W(E)] — dA; 
alors 


l m m 
2 ada a{[A+W = t) dA. 
f foae=f ematarwo— fe 


Il suffit d’appliquer l'intégration par parties à chacune de ces deux in- 
tégrales pour être ramené aux deux intégrales 


f'uswaosoaæ faste 
b b 


dont les éléments différentiels sont constamment positifs. Pour que 
ces intégrales aient une limite quand m grandit indéfiniment, il suffit 


que la seconde en ait une. 
Ann, de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Novemsre 1889. 45 
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On serait ainsi obligé de prendre pour A une fonction de 4, si la fonc- 
tion /(æ), non seulement changeait constamment de signe, mais en- 
core n’était pas finie pour toutes les valeurs de x supérieures à un 
nombre, quelque grand qu'il soit. Mais ilne semble pas que jusqu'alors 
on ait eu à considérer des intégrales de cette nature. 


SUR LA CONVERGENCE 


DES 
DÉVELOPPEMENTS DES INTÉGRALES ORDINAIRES 
D'UN 
SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES, 

M. MÉRAY, 

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE DIJON, 
avec la collaboration de 


M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


Préliminaires. 


L. Les bases sur lesquelles doit reposer, selon nous, la théorie géné- 
rale des fonctions, différant essentiellement de celles qu’ont adoptées 
la plupart des auteurs, nous croyons utile d’énoncer tout d’abord les 
diverses définitions et propositions sur lesquelles nous aurons à nous 
appuyer. 

Soient f(x,y, ...) une fonction de variables imaginaires en nombre 
quelconque, et &,, Yo, --- des valeurs particulières de ces variables : si 
la quantité f(x, +h, y, + 4, ...) est développable en une série entière 
par rapport à A, 4, ... tant que les modules de ces accroissements sont 
respectivement inférieurs à certaines quantités positives d,, ¢,, ..., nous 
dirons que la fonction est olotrope en 2, Yo, ..-, et nous appellerons o/o- 
mètres de la fonction relatifs à ces valeurs particulières les quantités po- 
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sitives dont il s’agit. Le développement entier de f(a) + 2, Yo + Re) 


sera dit avoir lieu à partir de x, Yo, ---» et, par rapport à ce dévelop- 
pement, nous nommerons valeurs initiales des variables et de la fonc- 
tion les quantités 25, Yo, --- Et / (Los Yoo +++) 

Nous dirons qu’une fonction f(x, y, ...) est olotrope pour tous les 
systèmes de valeurs des variables indépendantes renfermés entre des 
limites données, si son développement en une série entière par rap- 
port aux accroissements des variables est possible à partir de valeurs 
initiales arbitrairement choisies entre ces limites, et avec des olomètres 
ne tombant jamais au-dessous de certaines quantités positives fixes. 

Toutes les fonctions dont on fait usage en Analyse sont olotropes 
dans les circonstances générales, et ne cessent de l’être que pour cer- 
tains systèmes de valeurs particulières des variables qu'il est toujours 
possible d’assigner @ priort d’après la nature spéciale de chaque fonc- 
tion étudiée. 


2. f(a, y,...) désignant une fonction olotrope dans certaines limites, 
les coefficients du développement de f(x +h, y +k, ...) en une série 
entière par rapport ah, k, ... sont des fonctions de x, y, ... olotropes 
dans les mêmes limites que la proposée et avec les mêmes olometres. 


3. Les coefficients des premières puissances de A, #, ... dans le 
développement dont il s’agit se nomment les dérivées premicres de 
J(x, y, ...) parrapport aa, y, ... respectivement. Ces dérivées, étant 
olotropes, ont des dérivées olotropes; celles-ci en ont à leur tour qui 
jouissent de la même propriété, et ainsi de suite indéfiniment : ce sont 
ces dérivées de dérivées qui constituent le système des dérivées par- 
tielles de tous ordres de la fonction proposée. 


4. Une dérivée d'ordre supérieur au premier est indépendante de l’ordre 
dans lequel on effectue les diverses dérivations partielles. 


5. La dérivée 
AP+I+... Tis are 4 oy 


AGP aye, .', 


s'obtient en multipliant par 1.2... p.t.2...q9... le coefficient de h? A1... 
dans le développement de f(x +h, y + k,...). 
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6. Soient res 


f(&, y,...) une fonction OIOITOPE EN LV ts ws 

dur dys + les olometres qui correspondent à ces valeurs particulières ; 

Tx Ty, +. des quantités positives respectivement inférieures aux olométres ; 

M une limite supérieure du module de la fonction pour tous les systèmes 
de valeurs de x, y, qui vérifient les relations 


mod(2— x))=ry,, MOd(Y — Yo) = rys aS 


ONS BART a yY; re =) 
enfin | Eat aye if lavaleur que prend-pour & = x, ¥ Vos... 
“Ed... td va + ) 
CEE EE 


la derivée partielle LE 


Cela étant, on a la relation 


CERTES El ay NN) Er TPE tok 
| “ARR dy a mM re Rien 


x 


aL 

7. Pour que deux fonctions de x, y, ..., olotropes l’une et l’autre 
entre des limites données, y soient identiquement égales, il faut et il suffit 
que, pour un seul système de valeurs particulières des variables choisi à 
volonté entre ces limites, les deux fonctions et leurs dérivées semblables de 
tous ordres prennent respectivement les mêmes valeurs. 


8. Pour que la valeur d’une fonction, olotrope entre des limites don- 
nées, depende exclusivement des valeurs que l’on attribue à certaines des 
variables indépendantes, il faut et il suffit que les dérivées premières rela- 
lives aux autres variables soient toutes identiquement nulles. 

En particulier, pour que celte fonction se réduise à une constante, ul 
faut et il suffit que les dérivées premières soient toutes identiquement 
nulles. 


9. On appelle composition des fonctions l'opération qui consiste à 
substituer aux variables u, ¢, ... d’une fonction donnée /(u, 9, ...) au- 
tant de fonctions données 
(a) LE ee oo es he aan) Sa 
d’autres variables æ, y, ..., ce qui engendre évidemment une nouvelle 
fonction de ces dernières, 


PCE; RÉ A ANNE RAS cea a AD ARENA RE 
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Des dénominations spéciales caractérisent les rôles relatifs joués dans 
cette opération par les diverses fonctions qui y concourent : les fonc- 


tions (a) sont dites simples, f(u,v,...) se nomme la fonction compo- 


sante, et F(x, y,...) la fonction composee. 


10. Les variables indépendantes x, y, ... élant assujetties à varier 
entre des limites telles que le module de chacune reste fini, si les fonctions 
simples restent olotropes entre les limites dont il s'agit sans que Jamais 
leurs valeurs excédent les limites d’ olotropie de la composante, la fonction 
composée est elle-même olotrope dans les limites où les fonctions simples 
sont supposees l'être. 


11. Il importe de retenir que les formules générales de la théorie 
des fonctions composées supposent toutes la réalisation préalable des 
conditions dans lesquelles le théorème précédent subsiste. 


12. Si dans une composante quelconque on suppose que les diverses 
variables indépendantes soient remplacées, les unes par d’autres va- 
riables indépendantes données x, y, ..., les autres par certaines fonc- 
tions wu, ¢,... dea, y,..., les dernières enfin par des dérivées d'ordres 
quelconques de u, v,..., cette opération engendre en définitive une 
fonction de x, y, ... que nous nommerons fonction composée différen- 
telle de u,v,.... L'ordre d’une fonction composée différentielle de w, 
v,... par rapport à telle ou telle de ces dernières fonctions, & par 
exemple, est l'ordre le plus élevé des dérivées de u qui concourent à 
engendrer la fonction composée dont il s’agit. Ainsi, uw et ¢ désignant 
deux fonctions de la seule variable x, 


t(2, u, od Ona dy Ta) 


> > > V0, 9 e889) — 
dx daP > dx dx1 


est une fonction composée différentielle de u et 9, d'ordre p par rap- 
port à u, d'ordre g par rapport à ¢. 

Il peut arriver, bien entendu, que les ordres d’une fonction composée 
différentielle de w,¢,... par rapport à ces diverses fonctions soient tous 


nuls : en pareils cas, on la nomme souvent par opposition une fonction 
composée finie de u, 9, .. 


13. Comme les dérivées d’une fonction olotrope sont olotropes dans 


Oe Se a sa oe 
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les mémes limites que la fonction (2) (5), il résulte du théoreme gé- 
néral ci-dessus énoncé (10) qu’une fonction composée différentielle de 
u,v, .. est olotrope tant que les fonctions u, ¢, ... le sont elles-mêmes 
et que leurs valeurs, prises conjointement avec celles de leurs dérivées 
et des variables indépendantes, n’excedent pas les limites d’olotropie 
de la composante. La fonction composée différentielle a alors des déri- 
vées de tous ordres calculables par l'application des règles générales 
(11). De plus, l'expression ainsi obtenue pour l’une quelconque de ces 
dérivées est indépendante de l’ordre dans lequel les diverses dérivations sont 
successivement exécutées ; il suffit, pour le prouver, de faire voir que, si 
l’on exécute deux dérivations consécutives sur une fonction composée 
différentielle, on peut, sans changer la formule résultante, en inter- 
vertir l’ordre : or l'application de la règle des fonctions composées 
permet de constater le fait immédiatement. 

On notera que toute differentiation première augmente d’une unité 
l’ordre d’une fonction composée différentielle de u, 9, ... par rapport à 
l’une quelconque de ces dernières fonctions. 


Généralités. 


14. Soient wu, v, ... des fonctions de variables indépendantes x, 
y, .-.3f et o deux fonctions composées, finies ou différentielles (12), 
de u, 9, «..: si légalité f — 9 est vérifiée quels que soient x, y, .. 
(tout au moins entre certaines limites), on dit qu’elle constitue une 
relation entre les fonctions u, 9, .... 

Une semblable relation étant donnée, supposons qu'on en réduise le 
second membre à zéro en faisant tout passer dans l’autre : suivant que 
le premier membre est alors une fonction composée finie ou différen- 
tielle de tels ou tels ordres, la relation donnée elle-même prend ces 
diverses appellations. 


15. Quand les fonctions u, », ... intéressées dans une relation sont 
olotropes (entre certaines limites ), et que leurs valeurs, prises conjoin- 
tement avec celles de leurs dérivées et des variables indépendantes x, 
y,..., laissent olotropes les composantes figurant dans les deux mem- 
bres, les fonctions composées qui constituent les deux membres dont 
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il s’agit ont des dérivées de tous ordres, calculables par I’ At des 
or générales (13), et les dérivées semblables de ces fonctions sont 


comme elles identiquement égales (7). 


D'une relation finie ou différentielle donnée on déduit donc une infi- 
nité d'autres, toutes différentielles, entre les mêmes fonctions, en écrivant 
que les dérivées semblables de ses deux membres sont identiquement égales. 


La formation de ces nouvelles relations différentielles se nomme la 
différentiation de la relation donnée. Il résulte du n° 13, que l’ordre 
dans lequel on effectue sur cette dernière des différentiations déterminées 
en nombre quelconque est sans influence sur le résultat final. 


16. Un système d'équauons finies ou différentielles est la même chose 
qu'un système de relations proprement dites, à cela près que les fonc- 
tions u, ¢,... qui s’y trouvent engagées sont inconnues, et il s’agit alors 
de déterminer ces dernières de façon que les relations données aient 
lieu entre elles. | 

Quand toutes les équations d'un système donné ou seulement quel- 
ques-unes d’entre elles sont des équations différentielles, leurs cnte- 
grales ne penvent être conçues autrement qu’olotropes, tout au moins 
entre certaines limites. Effectivement, puisque leurs dérivées jouent 
un rôle dans la question, il faut qu’elles en aient : or notre définition 
n’en attribue qu'aux fonctions olotropes (3). 


17. On appelle système immédiat d’'équanons différentielles totales un 
système dont les diverses équations expriment immédiatement toutes 
les dérivées premières des fonctions inconnues en fonctions com- 
posées des variables indépendantes et des fonctions inconnues elles- 
mêmes. En désignant par x, y, ... les variables indépendantes, par u, 
Vey is les TS inconnues At il s'agit, par DNA ENS 
des nc données, le type d’un est systeme est done 


du dy es 

Te Ue CEE En gre Ze = Valæ,J,..., u, FA) 
(1) «du do 

otc) Ue CON ys ha oy tly V5 ¥ iy D fk ey Ys wae kee, De Le 


Sy, See gens ent ef 
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18. Avant tout, une distinction essentielle doit être faite entre les di- 
vers groupes possibles de fonctions intégrales du système immédiat (1). 

Pour les uns, tout au moins entre certaines limites, les valeurs des 
variables indépendantes, prises conjointement avec les valeurs corres- 
pondantes des fonctions, laissent olotropes les composantes de tous les 
seconds membres, et, en pareil cas, les intégrales sont dites ordi- 
naires. Pour les autres, les valeurs des variables indépendantes, prises 
conjointement avec celles des fonctions, ne laissent jamais olotropes 
en même temps toutes les composantes dont il s ‘agit, et, en pareil cas, 
les intégrales sont dites singulières. 

Les intégrales de la première sorte existent dans des cas infiniment 
plus étendus, et ce sont les seules qui soient susceptibles d’une théorie 


‘générale; elles vont maintenant nous occuper exclusivement. 


19. Considérons une relation différentielle subsistant entre les 
diverses fonctions d’un groupe d’intégrales ordinaires du système 
total (1), et à laquelle la règle des fonctions composées soit applicable 
(15). Si cette relation a pour premier membre une dérivée de quelque 
intégrale, et qu’elle ne contienne dans son second membre, outre les 
variables indépendantes et les intégrales elles-mêmes, que des dérivées 
d'ordres inférieurs à celle qui figure dans le premier, nous dirons, pour 
abréger, qu’elle est immediate, ainsi que l’expression fournie par elle 
pour la dérivée dont il s’agit. 

L'ordre d’une relation faeries est évidemment égala celui de son 
premier membre. 

Les relations immédiates jouissent de deux propriétés importantes, 
qu’il suffit d’énoncer pour en apercevoir l'exactitude : 


1° Toute relation déduite d’une relation immediate par des differentia- 
tions quelconques est elle-méme immediate. 
2° Toute relation déduite d’une relation immédiate en substituant à 
telles ou telles des dérivées qui figurent dans le second membre de cette der- 
niére des expressions immédiates quelconques des dérivées en question est 
elle-méme immédiate. 


* 


20. Soient (w) une relation immédiate d'ordre & +1; (A) un sys- 
teme de relations immédiates en nombre fini, toutes d’ordres inférieurs 
Ann. de L'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI.— Déceusre 1889. 46 
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à &k-+1, et fournissant une expression au moins pour chacune des 
dérivées des ordres 1, 2, ..., k. Des relations (A) extrayons un 
groupe (A’) fournissant pour chacune de ces dernières une expression 
et une seule; dans le second membre de (w), substituons aux déri- 
vées dont il s’agit leurs expressions tirées de (A’), et répétons l’opéra- 
tion en faisant successivement pour le groupe (A’) tous les choix pos- 
sibles. L'ensemble des opérations que nous venons d’indiquer s’appel- 
lera, pour abréger, remplacer dans la relation (w) les dérivées des 
ordres \, 2,..., k par leurs expressions tirées de (A). 


21. Cela posé, supposons les équations du système (1) identique- 
ment satisfaites par quelque groupe d’intégrales ordinaires, substi- 


tuons ces intégrales aux fonctions inconnues correspondantes dans les | 


équations dont il s’agit, et désignons indifféremment par (P,) ou (Q,) 
l’ensemble des relations immédiates qui résultent de cette substitution. 
Effectuons ensuite sur chacune de celles-ci et de toutes les manières 
possibles une différentiation première, et soient (P,) le groupe des re- 
lations résultantes, (Q,) celui qu’on obtient en remplaçant dans cha- 
cune des relations (P,) les dérivées du premier ordre par leurs ex- 
pressions tirées de (Q, ) [20]: en vertu des deux propositions énoncées 
au n° 19, le groupe total (P,), (Q,) fournit des expressions immé- 
diates pour les diverses dérivées du second ordre. Effectuons mainte- 
nant de toutes les manières possibles une différentiation première sur 
les diverses relations du groupe 


(P2), (Q2), 


et soient (P,) le groupe des relations résultantes, (Q,) celui qu’on 
obtient en remplaçant dans chacune des relations (P,) les dérivées des 
deux premiers ordres par leurs expressions tirées de (Q,), (Qs); le 
groupe total (P,), (Q;) fournira de même des expressions immédiates 
pour les diverses dérivées du troisième ordre. Et ainsi de suite indé- 
finiment. 


22. Dans le groupe indéfini 
(2) Bias (Ps), (Ps), 5; 


nous distinguerons : 1° le sous-groupe des relations promiuves, obtenu 
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en adjoignant aux relations du système proposé toutes celles qui s’en 

déduisent par de simples différentiations; 2° le sous-groupe des rela- 

tions intermédiaires, composé de toutes les autres du groupe (2). 
Nous nommerons ultimes les relations 


(3) (Qi), (Qe), (Qs), «+ 


dont les seconds membres ne contiennent aucune dérivée. 

Nous affecterons enfin des dénominations correspondantes les ex- 
pressions fournies par ces diverses relations pour les dérivées des in- 
tégrales ordinaires du systeme donné. 


23. 11 importe de faire à ce sujet les remarques suivantes : 

1° Pour faciliter le langage, nous dirons qu’une dérivée quelconque 
de u, v, ... est simple lorsqu’elle résultera de différentiations intéres- 
sant toutes une seule et méme variable indépendante; et nous dirons 
qu’elle est complexe lorsque les différentiations génératrices se rappor- 
teront à plusieurs variables distinctes. 

Il est évident que les formules primitives ne peuvent donner qu’une 


: Ae à der 
? 2 ) 2 
seule expression pour une dérivée simple, telle que >> et que cette 


expression s obtiendra en exécutant m — 1 différentiations relatives à x 
sur l’équation différentielle donnée 
du 
re (RE NS ASE ACTE 
Mais, pour une dérivée complexe, elles en fourniront autant qu'il y a de 
variables indépendantes intéressées dans ses différentiations génératrices. 


Effectivement, les expressions primitives de la dérivée complexe, 
dPr+3+T y 
da? dy? dz" 
nombre de trois, et se tireront respectivement des équations différen- 

tielles données 


par exemple (où p, g, r sont tous trois positifs), sont au 


du du du 
de = U,,; > — U,, — =U 


7 
Z 


par les différentiations correspondantes 


dr+a+r-i dp+qt+r-1 dP+9+r-1 
dx? dy dz'” dxP aye dz'” da? dy? dz"-1 | 
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2° Il n’existe pas d'expressions intermédiaires pour les dérivées du 
premier et du second ordre. 

Dans le premier ordre, les relations primitives, comme les relations 
ultimes, coincident avec les équations du systeme donné. 


Dans le second ordre, le nombre des expressions ultimes d'une dérivée 
quelconque est précisément égal au nombre de ses expressions primitives, 
c’est-à-dire à 1 ou à 2, suivant que cette dérivée est simple ou complexe. 


Dans les ordres supérieurs au second, il serait facile de montrer que 
toute dérivée simple n’admet qu’une seule expression ultime; on voit 
d’ailleurs immédiatement que, pour les dérivées complexes, la multi- 
plicité des expressions ultimes est plus grande encore que pour les 
expressions primitives. Nous n’avons aucun intérêt à en faire le dé- 
nombrement exact. 


3° Toute expression primitive, intermédiaire ou ultime est entière par 
rapport aux composantes 
ag ed peas 
(4) Ue. PE eee 


eres eee sy 


el à leurs dérivées partielles, comme aussi (lorsqu'il y a lieu) par rapport 
aux dérivées partielles des intégrales u, 9, .... 

4° Les variables x, y, ..., les fonctions inconnues u, 9, ... et leurs dé- 
rivées de tous ordres étant considérées pour un instant comme autant de 
variables indépendantes distinctes, pour que les formules primitives et in- 
termédiaires soient vérifiées par des valeurs particulières données des varia- 
bles dont il s'agit, il faut et il suffit que les formules ultimes le soient. 

Les groupes (2) et (3) sont ainsi équivalents l’un à l'autre. 


24. Quand le système (1) possède quelque groupe d’intégrales ordi- 
naires, toutes olotropes en xy, Yo, ..., les développements de ces intégrales 
par la formule de Taylor, a partir de x, yy, ..., peuvent étre reconstruits 
des que l’on connait seulement leurs valeurs initiales uy, vs, .... [On 
suppose, bien entendu, que les valeurs particulières a, yo, ..., Ups 
Pre cet iat Gi conjointement, n’excedent pas les limites d’olotropie 
des composantes (4).| 


| 
| 
: 
| 
| 
| 
| 
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Comme les seconds membres des relations ultimes contiennent seu- 
ment x, y,...; u, 9, ..., et qu’on doit avoir 


u =U), 9 — Vo, 
pour 

Le Li (A Nes 
cette dernière hypothèse numérique les transforme tous en des quan- 
tités connues. On obtient ainsi les valeurs correspondantes des pre- 
miers membres de toutes ces relations, c’est-à-dire les valeurs initiales 
de toutes les dérivées des intégrales ordinaires dont l'existence est 
admise. Or ces valeurs initiales, prises avec celles des intégrales elles- 
mêmes que l’on connaissait auparavant et divisées par les facteurs 
numériques connus, donnent précisément les coefficients des dévelop- 
pements cherchés. 

Les formules primitives et intermédiaires pourraient aussi bien être 
employées à la reconstruction de ces développements. Il suffirait d’y 
poser toujours «= 2%, Y = Yo, - .., de les écrire par ordres croissants 
et de les résoudre successivement par rapport aux valeurs initiales des 
dérivées des intégrales. 

Quant à la multiplicité des expressions que les formules primitives, 
intermédiaires et ultimes peuvent fournir pour une même dérivée, il 
n’y a pas à s’en préoccuper : on pourra bien, à cause d’elle, obtenir de 
plusieurs manières les valeurs de certains coefficients des développe- 
ments; mais, pour chaque coefficient, ces valeurs seront de toute néces- 
sité numériquement égales les unes aux autres, parce que les diverses 
expressions d’une même dérivée sont données par des formules qui 
toutes sont des conséquences nécessaires de l’existence supposée des 
intégrales, et qui, par suite, ne peuvent manquer de s’accorder entre 
elles. 


Existence des intégrales ordinaires dans le cas de passivité. 


25. Les calculs indéfinis indiqués au numéro précédent permettent 
de reconstruire les développements d’un groupe d’intégrales ordi- 
naires du système proposé (1), lorsqu'on sait d'avance que ces inté- 
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grales existent et qu'on connaît seulement leurs valeurs initiales 
(5) Uo, Voy 
correspondant aux valeurs initiales 
(5) ae Xo, Yoo 


des variables indépendantes. Mais ces calculs permettraient aussi de 
trouver par la méthode des coefficients indéterminés tous les groupes 
d’intégrales ordinaires qui peuvent exister, alors même qu'on ne con- 
naitrait rien sur eux. Pour cela, il suffirait en effet de prendre arbi- 
trairement, dans les limites où les composantes (4) restent à la fois 
olotropes, les quantités (5), (6) servant de base à ces calculs; de con- 
struire ensuite les mêmes séries entières en æ — x), y — Yo, -.. que 
si l’on avait la certitude d’aboutir à des intégrales; enfin, de sommer 
ces séries quand elles admettent quelque système de rayons de conver- 
gence tous différents de zéro, et d'examiner si leurs sommes satisfont 
effectivement aux équations différentielles proposées. Rien d’ailleurs 
ne pourrait entraver le calcul des coefficients des développements, 
puisque les valeurs (5), (6) sont comprises dans les limites d’olo- 
tropie des composantes (4), et que les relations ultimes ont pour se- 
conds membres des expressions entières par rapport à ces composantes 
et à leurs dérivées partielles. 

En procédant de la sorte pour toutes les combinaisons de valeurs des 
quantités (5), (6) qui tombent dans les limites d’olotropie des com- 
posantes (4), on ne pourra manquer de découvrir les développements 
de toutes les intégrales ordinaires du système proposé. 


26. Nous avons constaté au n° 23 (1°, 2°) que les formules pri- 
mitives, intermédiaires et ultimes (et en particulier les formules ul- 
times) peuvent donner plusieurs expressions pour une même dérivée; 
puis au n° 24 que cette multiplicité n’a pas d’inconyénient quand il 
s’agit simplement de reconstituer les développements d’intégrales ordi- 
naires dont l’existence est certaine. Mais, lorsqu'on opère, comme au 
numéro précédent, sur des valeurs des quantités (5), (6), prises au 
hasard dans les limites d’olotropie des composantes (4), on conçoit 
qu'il puisse en être autrement et que ces valeurs diverses obtenues 
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pour un même coefficient soient inégales. L'existence d’intégrales or- 
dinaires satisfaisant aux conditions initiales résultant des données @Y 
(6) devient alors impossible; car les formules primitives, intermé- 
diaires et ultimes, devraient toutes s’accorder si de pareilles intégrales 
existaient, et fournir pour chaque coefficient du développement une 
seule et unique valeur. 


27. Une égalité numérique constante entre toutes les valeurs ini- 
tiales fournies par les formules ultimes pour une même dérivée quel- 
conque d’une intégrale hypothétique est done une condition absolument 
nécessaire à l'existence d’un groupe d’intégrales ordinaires répondant 
aux données initiales choisies. Elle peut résulter de deux causes entie- 
rement différentes : 


Soit d’un choix convenable des valeurs numériques des quantités (5); 
(6) relativement à la nature particulière des composantes (4), choix qui, 
s’il est possible, fait naître l’égalité en question pour ces données ini- 
tiales sans l’assurer pour d’autres; 

Soit d’une correlation mutuelle spéciale entre les composantes (4), en 
vertu de laquelle l'égalité dont ul s agit subsiste indépendamment de toute 
précaution dans le choix des valeurs numériques des données initiales 
(5), (6). 

Dans ce dernier cas, qui est de beaucoup le plus intéressant, les in- 
tégrales ordinaires existent toujours, comme nous allons incessamment 
le constater, et elles jouissent de propriétés générales très remarqua- 
bles dont l’étude constitue la partie la plus importante de la théorie 
des équations différentielles. Pour caractériser la corrélation mutuelle 
ci-dessus spécifiée entre les composantes (4), nous dirons que le sys- 
teme (1) est passif. LC 

Pour un système non passif, l’existence d’intégrales ordinaires est 
essentiellement subordonnée à la possibilité d'un choix convenable des 
données initiales (5), (6) et, par suite, essentiellement précaire. Nous 
donnerons à ces intégrales, quand par hasard il y ena, le nom d’ex- 
ceptionnelles. | 

Le système proposé (1) est évidemment passif ou non, suivant que 
les expressions ultimes de chaque dérivée d’une intégrale hypothétique 
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sont toutes égales identiquement, ou bien qu’il y a inégalité entre elles 
même une fois seulement; car les valeurs initiales à attribuer à ces 
dérivées sont précisément ces expressions dans lesquelles on a simple- 
ment substitué æ,, Vo, ++. Us Vos vec À Ds Vo sers Uy Ÿ, sai 

La distinction s’opere aisément à l’aide du théorème suivant : 


28. Pour que le système (1) soit passif, ul faut et il suffit que, en con- 
sidérant x, y, ...,u, 9, ... comme autant de variables indépendantes 
distinctes, l'égalité identique ait lieu entre les expressions ultimes de chaque 
dérivée complexe du second ordre des diverses intégrales h ypothétiques. 


La nécessité de la condition posée résulte immédiatement de la re- 
marque finale du numéro précédent, qui s'applique en particulier aux 
dérivées complexes du second ordre. Nous prouverons qu’elle est suf- 
fisante en raisonnant comme il suit. 

Toute expression ultime d’une dérivée de l’ordre Æ + 1 s’obtient en 
différentiant # fois l’une des équations (1), et remplaçant après quel- 
ques-unes de ces différentiations, en particulier après la dernière, toutes 
les dérivées qui figurent dans le second membre par telles ou telles de 
leurs expressions ultimes. Cela posé : 


I. Si l'égalité identique entre les diverses expressions ultimes de chaque 
dérivée. a lieu jusqu’à l’ordre k 71 inclusivement, toutes les expressions ul- 
mes d'une dérivée déterminée d'ordre k + 1 obtenues en effectuant sur 
une même équation du système proposé l'opération ci-dessus indiquée, sont 
identiquement égales entre elles, de quelque manière que cette opération 
soit conduite. 


1° En premier lieu, si l’on n’opère de substitutions qu'après avoir 
exécuté la dernière différentiation, la relation ultime à laquelle on est 
conduit est toujours la même; car la formule primitive résultant des 
seules différentiations est indépendante de l’ordre dans lequel on les 
exécute (15), et pour chacune des dérivées que l’on en doit finale- 
ment éliminer les diverses expressions ultimes sont par hypothèse 
identiques. 

2° Si l’on ne change pas l’ordre relatif des & différentiations, le ré- 
sultat de l'opération ci-dessus indiquée est indépendant de toutes les 
autres conditions dans lesquelles on l’effectue. 
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Supposons, en effet, que les 4 différentiations soient exécutées dans 
un ordre déterminé, certaines d’entre elles étant suivies de substitu- 
tions déterminées; soient x celle des variables indépendantes par rap- 
port à laquelle la dernière doit avoir lieu, et 


(7) QUE, JE PARA OS RS) 


la relation sur laquelle on a à l’exécuter; dans cette relation, à, dé- 
signe une dérivée déterminée d’ordre k, et 8, ... les diverses dérivées 
des ordres 1, 2, ..., 4 —1. Chacune des dérivées 


dd 
Dir eabes 


e7 
s 


étant d'ordre au plus égal à #, ne possède par hypothèse qu’une seule 
expression ultime, et si l’on désigne par 


A RP LU eee ya Moe ae ae CE Re UP), 


les expressions ultimes des dérivées dont il s’agit, il en résulte en 
particulier les identités 


En différentiant par rapport à la relation (7), éliminant les déri- 
vées du second membre et tenant compte des identités (8), nous au- 
rons successivement : 


do, df _dfdu df dv _ of do 
an on ll eae de de 
bile. if DUT d/ df 
Fe Fa ae ee aA eee 
M Var < df df[dA dA.  dA je ul 
(9) dx dx Fit nr he oe F ZA ba UP a De Von aa 


En éliminant de la relation (7) les dérivées à, ..., différentiant par 
rapport à x et remplaçant finalement les dérivées du premier ordre par 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Décemsre 1889. 47 
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leurs valeurs tirées des équations proposées, il viendra : 


; Op Sf (L5H PE ey Raney te sas) 
ds, df .df du df dy df E dA du 4 dA de eed eee 
DE do Anon dn AUD du dx dv dx 


de LA Ev A el 
ee eg or ak ap dae ae 


relation identique à (9). 

Ainsi l’on peut, sans changer le résultat, remplacer dans le second 
membre de (7) toutes les dérivées par leurs expressions ultimes, ce 
qui donnera une expression ultime de 5,, effectuer seulement alors la 
dernière différentiation et remplacer finalement les dérivées du pre- 
mier ordre par leurs valeurs U,, V,, ..-. Si l’on observe maintenant que 
la dérivée %, étant d’ordre &, n’est susceptible que d’une seule ex- 
pression ultime, le point qui nous occupe se trouve entièrement dé- 
montré. 

3° Considérons deux quelconques des expressions ultimes dont il 
s’agit actuellement de constater l'identité, et qui se déduisent, comme 
nous l’avons expliqué, par différentiations et substitutions, d’une même 
équation du système (1). Si, sans changer de part ni d’autre l’ordre 
relatif des différentiations, on n’opere de substitutions qu'après la 
dernière d’entre elles, on tombe sur deux expressions ultimes respec- 
tivement identiques aux deux précédentes (2°), et l’on sait d’ailleurs 
(1°) qu’en procédant ainsi le résultat est indépendant de l’ordre des 
différentiations. 

IT. St l'égalité identique entre les diverses expressions ultimes de chaque 
dérivée a lieu jusqu'à U ordre k? 2 inclusivement, les deux expressions ul- 
times d’une même dérivée d'ordre k + 1, déduites de deux équations dis- 
tunctes du système proposé par l'opération indiquée plus haut, sont néces- 
sairement identiques. 


Supposons, par exemple, que les deux équations dont il s'agit soient 


: du du 
i —— | 
( 0) ape — F4] dy == 


L'une des différentiations à exécuter sur la première est nécessaire- 
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ment relative à y, l’une des différentiations à exécuter sur la seconde 
nécessairement relative à æ, et toutes celles qui restent se rapportent 
aux mêmes variables de part et d’autre. Or, les expressions ultimes de 
chaque dérivée étant identiques jusques et y compris l’ordre &, on peut, 
d’après ce qui précède (1), opérer les calculs dans l’ordre suivant sur 
chacune des équations (10): 1° effectuer d’abord la différentiation rela- 
tive à y, s’il s’agit de la premiere, relative à x s’il s’agit de la seconde, 
et remplacer les dérivées du premier ordre par leurs valeurs tirées des 
équations proposées; 2° exécuter ensuite les & — x différentiations res- 
tantes, et remplacer finalement par leurs expressions ultimes les déri- 
vées qui figurent alors dans les seconds membres. En vertu de l’hypo- 
thèse, les expressions ultimes obtenues par la première partie de 
l'opération sont identiques : dès lors, en effectuant sur elles # — 1 dif- 
férentiations semblables par la règle des fonctions composées et sub- 
stituant finalement à chaque dérivée une même expression ultime, on 
obtiendra de part et d’autre des résultats identiques. 

HI. Pour le second ordre, l'égalité identique entre les diverses 
expressions ultimes d’une même dérivée a lieu d’elle-même si cette dé- 
rivée est simple, et résulte de l'hypothèse si cette dérivée est complexe. 
On en conclura, par l’application répétée des propositions ci-dessus 
énoncées (I, II), que cette égalité identique a encore lieu dans le troi- 
sième ordre, puis dans le quatrième, et ainsi de suite indéfiniment. 


29. Les conditions de passivité du système (1) se formeront donc 
en égalant identiquement les deux expressions ultimes de chacune des 
dérivées complexes secondes des diverses intégrales hypothétiques. Si 
le système implique g fonctions inconnues de 2 variables indépen- 
dantes, le nombre des dérivées complexes secondes de chaque fonc- 
tion inconnue est égal à celui des combinaisons 2 à 2 de toutes les 


z TETE Bh : ofa eet, 
variables, c’est-à-dire à ee Celui des conditions de passivité, égal 


au nombre total de ces dérivées complexes, a done pour expression 


R(R— 1) 
Satan. 


30. Une particularité essentielle à noter est que /e système (1) est 


4 
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passif sans condition aucune dans le cas d’une seule variable indepen- 
dante. 

Effectivement, le choix de l’équation à différentier pour obtenir une 
dérivée déterminée n’a plus alors rien d’arbitraire, et le point à démon- 
trer résulte immédiatement de l'alinéa I du n° 28. 


31. De quelque maniere que les données initiales (5),-(6) atent été 
prises dans les limites d’olotropie des composantes (4), les développements 
des intégrales hypothétiques du système (1) supposé passif ont des rayons 
de convergence tous différents de zéro, et leurs sommes en constituent effec- 
tivement des intégrales. 


I. Étant donnée une fonction f(a, y,-..,u,¢,...) des variables x, 
FES Uy 0, sss Si une’ seconde fonction p(%, y," 4,6, .--) des 
mêmes variables est telle que, pour les valeurs particulières 2), Yo, ---, 
Uy, Vos ++, Sa Valeur et celles de toutes ses dérivées soient réelles, po- 
silives et supérieures aux modules des valeurs correspondantes de 
f(æ, y,...,u,v,...) et de ses dérivées semblables, la fonction z sera 
dite majorante de f par rapport aux valeurs particulières considérées. 

D’après cela, les points suivants sont évidents : 


Relativement à des valeurs particulières données : 

St 9 est une majorante de f, toute dérivée de © est une majorante pour 
la dérivée semblable de f ; 

Une expression entière et à coefficients réels par rapport à plusieurs fonc- 
tions telles que f et à quelques-unes de leurs dérivées d'ordres quelconques 
a pour majorante l'expression qu'on obtient en remplaçant dans la pro- 
posée tous les coefficients négatifs par des coefficients positifs, et les fonc- 
tions f avec leurs dérivées par leurs majorantes et les dérivées semblables de 
celles-ci. 


IL. Si l'on désigne par r une première quantité positive inférieure à tous 
les olométres des composantes (4) qui se rapportent aux valeurs particu- 
lières (5), (6); par « une deuxième quelconque ; par LL. une troisième su- 
périeure à tous les modules que les fonctions (4) peuvent acquérir à l'inté- 
rieur et sur les circonférences des cercles de rayons r décrits respectivement 
des points æ5, Yo, +--+, Up, os «+. Comme centres dans les divers plans ser- 


ee 
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vant à la notation graphique des variables x, Pret: U,V, 029 StL ON pose 


enfin 


M=a+p, 
C= Lyre (y) Eu 2) Ep) +... —=S, 
CT ES PORTE T oa eee ee Eee 


la fonction Q est majorante pour l’une quelconque des fonctions (4) rela- 
tivement aux valeurs (5), (6). 


Faisons suivre en effet de l'indice zéro les notations des diverses fonc- 
tions à considérer et de leurs dérivées pour désigner leurs valeurs par- 
ticulières en x, Yo, ..., Uo, V9, ---- Il vient immédiatement, en appe- 
lant W l’une quelconque des fonctions (4), 


| [2],=M—a=p>mod[W}], 
puis 


dP+q+:.. Q —M TRE (p+1)(p+2)...(p+q) 
dx? dy. rome 1? rd ….. 


quantité positive qui, en vertu du n° 6, surpasse évidemment 


| dP+q+--. W 
moc ER 


Hl. g désignant toujours le nombre des fonctions inconnues u,v, .--, st 


» ? . I , 
l’on prend, comme nous le ferons désormais, % = -; la fonction 
o 


o\ k— Lo 
(10) 1.3.5..(2k—3) (4) MERS 


où l’entier k est supposé plus grand que 1, est majorante, relativement aux 
valeurs (5), (6), pour l ‘expression ultime de chaque dérivée d'ordre k des 
intégrales hypothétiques du système (1). 
: : du 
9 
L’expression ultime de +» 


dU, du, U au, y 
ee lu 2 ta T0 COURS 
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a pour majorante (I), (I) 


aQ dQ alle Wee tet M Ti re gM ae 


dx du“ * do (ay hohe 


Et l’on retrouvera la même majorante pour les expressions ultimes 
de Cu. au Gv a v 
dx dy’ dy’? dr? dx dy’ 
trique par rapport à æ,y,..., u,v..., et qu'elle est commune à tous | 
les seconds membres:(4). | 
: 
1 


-+> parce que la majorante Q est symé- 


Comme on peut passer des expressions ultimes des dérivées de w, ¢,... 
d’un ordre quelconque à celles des dérivées de l’ordre suivant en les 
différentiant une fois de toutes les manières possibles et en éliminant | | 
les dérivées du premier ordre, on trouvera de même une majorante 
commune aux expressions ultimes des dérivées du troisieme ordre en 
différentiant une fois par rapport à s la majorante trouvée ci-dessus 
pour le second ordre et multipliant encore le résultat par le facteur 


gM ov gM 


I— gat 


Il vient ainsi 


et ainsi de suite jusqu’a l’expression (11) dont la généralité est évi- 
dente. 


IV. Sté, n..…. désignent les modules des différences x — x,, VY — Vos. 
et st la somme p + q'+...est positive, le terme en (a7 — x) (y — y, }... 
dans le développement d'une intégrale hypothétique quelconque a un 
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module in ferieur à 


r 1.2.3...(p + q +...) Gas eee 
ls is «eee Go 7 


Considérons en effet la dérivée d’ordres partiels p, g, ... d’une inté- 
grale hypothétique quelconque, et désignons par À, là valeur que 
prend son expression ultime pour 


(13) TT, Te ae WS; ema ay, + 


le terme considéré est alors 


1 (EDEN Je 
it A RE SN A Mis 


ch 
Sip+q+...=1, on a, d’après la définition de M, 


mod Ap,q,... <M 


et, a plus forte raison, 
MOd A pg ee 2M, 


Sip+q-+...>1,0n trouve, d'après la définition des majorantes, 
en faisant £ —p+q+... dans la fonction (11) et en y opérant les 
substitutions (13), 


. oM RER 
mod Ap.g< —-1.3.5...[2(p t+g+...) (2 ) ) 
fe) 
. à. 7 oM \ e+e... 
Pee UAV en ei (£ ) ) 
fo) / 
. 9 oM p+q-+-..- 
= RAS (PF g Au") (2) 
Ss / 


V. Le développement d’une intégrale hypothétique quelconque a des 
rayons de convergence au moins égaux à la quantité positive 


* 
2ghM 


) 


h désignant toujours le nombre des variables indépendantes du système (1). 


7 


we 
À 


° 4 
= = 


QE CU 
MERAY er RIQUIER er, À <iy Siete NON 
“ 


| Effectivement, l'expression (r2) est le terme général du déve lopp ey a 
ment de a 


: oe \ —1 
(14) iu [2M erat] 


en une série entière par rapport à &, n. .... Or, en faisant abstraction — 
du facteur constant = , cette série provient de la substitution de la 


somme 
(15) 


à la variable X dans la série entière 
(16) oe re her Re : 


Pour sa convergence, il suffit que la somme (15), qui se confond 
avec celle des modules de ses diverses parties, soit inférieure à r, rayon 
de convergence de la série entière (16). Il suffit, en particulier, que 
l'on ait 


oe 


; 2ehM' NS ZAM 


2 aM 

Ainsi done, si ces inégalités ont lieu, les modules des termes du déve- 
loppement de l’expression (14) forment une série convergente; à plus 
forte raison (IV), si les que des différences æ — 2, Y — Yos --- 


sont tous inférieurs à RME le développement d’une intégrale pes 


thétique quelconque me convergent. 


VI. Les sommes des développements des intégrales hypothétiques veri- 
fient identiquement les equations proposées. 


Effectivement, si l’on donne à æ, y, ... des valeurs suffisamment 
voisines de æ,, ÿ,, ..., la substitution à w, », ... des sommes dont il 
s’agit transforme les deux membres de toutes les équations différen- 
tielles en des fonctions olotropes de æ, y, .... D'autre part, les valeurs 
initiales des dérivées des développements, prises conjointement avec 
les valeurs initiales uy, ,, ... des développements eux-mêmes et les 
valeurs initiales x; y,, ... des variables indépendantes, vérifient les 
formules ultimes et, par suite (23, 4°), les formules primitives. Done 
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les fonctions de x, JY» ++. qui, apres la substitution, figurent dans les 
deux membres d’une M différentielle que sont égales, 
ainsi que leurs dérivées semblables de tous ordres, pour æ =x,, 
Y = Yo: -.., et, par suite (7), sont identiquement égales entre elles. 


32. Supposons que les seconds membres des équations (1) soient 
olotropes entre certaines limites, et que, r désignant une quantité po- 
sitive inférieure à tous leurs olomètres, on puisse assigner une autre 
quantité positive y: supérieure à tous les modules que peuvent acquérir 
ces seconds membres à l’intérieur et sur les circonférences des cercles 
de rayons 7 ayant pour centres les valeurs (5), (6), arbitrairement 
choisies entre les limites données [c’est ce qui arrivera par exemple 
dans le cas très fréquent où les variables æ, y, ..., u, ¢, ... des com- 
posantes (4) restent toutes finies entre ces limites]. Posons ensuite, 
comme tout à l’heure, 


et appelons w, ¢, ... les intégrales ordinaires définies par les données 


initiales (5), (6). Cela étant : 
1° Les rayons de convergence des développements des Hs Ua 


e, ... ne tombent jamais au-dessous de la quantité positive = TAN » de 


quelque façon que l’on chorsisse les données initiales (5), (6) entre les 
limites dont nous venons de parler. 


Il suffit, pour s’en convaincre, d’examiner avec la plus légère atten- 
tion la démonstration du numéro précédent. 


2° Un nombre positif « étant donné, on peut assigner un nombre po- 
sitif B, indépendant du choix des données hs (5), (6) entre les 
mémes limites, et tel que les differences u — Uy,  — +4, -.. aient toutes 
des modules inférieurs à « lorsque les différences x — x, Y — Yo, ... ont 
toutes des modules inférieurs à 8. 


Désignons, en effet, par &, n, ..., comme au numéro précédent, les 
modules des différences « — x,, y — y,, .... Si, dans le développe- 
ment de la quantité (14), on supprime le terme indépendant de ce 
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ru Gi ran aux le des différences U— Uy, eed 
LL. Z ; de la continuité des séries entières, on peut, un Has 
= donné, assigner un deuxième nombre positif 6 tel que, pour aie 
les valeurs de £, n, .… choisies au-dessous de ce dernier, la séri : 
privée de terme constant que nous considérons ait une somme infé- a 
rieure à a. A plus forte raison, les modules des différences U— Uy, sg 


PP wher . tomberont alors au-dessous de a. ; 


33. L'existence des intégrales ordinaires répondant à des condi- 
tions initiales données se trouve ainsi établie dans l'hypothèse d’un 
système passif; mais, comme nous l’établirons dans un Mémoire ulté- 
rieur, ces intégrales existent encore dans l’hypothèse d’une simple 
concordance numérique entre les valeurs initiales de certaines des ex- 
pressions ultimes. 

Dans l’un et l’autre cas, d’ailleurs, le groupe des intégrales dont il 
s'agit est unique, car chaque formule ultime assigne une Le unique 
au coefficient qu’elle sert à calculer. 


L SUR 


LA SURFACE DES ONDES, 


Par M. G. DARBOUX ('). 


I. 


Dans le Tome IX du Quarterly Journal of Mathematics, M. Niven a 
donné la remarquable proposition suivante, relative à la surface des 
ondes : 


Les trois spheres passant par les trois cercles principaux et par un point 
quelconque M de la surface vont se couper en un second point P qui est le pied 
de la perpendiculaire abaissée du centre de la surface sur le plan tangent 


en M. 


M. Niven a remarqué que ce théorème permet de construire soit le 
plan tangent en un point donné, soit le point de contact d’un plan tan- 
gent donné. Je vais établir qu’il conduit à une définition simple et nou- 
velle de la surface des ondes, définition dont le caractère essentiel sera 
de n’employer aucun ellipsoide. 

En n’employant en effet qu’une partie de la proposition précédente, 
on voit que les sphères passant par les trois cercles principaux et par 
un point M de la surface des ondes vont se couper en un point P tel que, 
O désignant le centre de la surface, l’angle MPO soit droit. 

La surface des ondes nous apparait ainsi comme un cas particulier 
de la surface suivante. On considère dans l’espace trois cercles quel- 
conques (A), (B), (C) et un point quelconque O. On cherche le lieu (£) 


(1) Extrait des Tomes XCII et XCVII des Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 
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des points M jouissant de la propriété suivante : les sphères passant par 
les trois cercles fixes (A), (B), (C), et par un point quelconque M du 
lieu vont se couper en un second point P, tel que l’angle MPO soit droit. 
Ce lieu est évidemment une surface : je vais d’abord montrer qu'on peut 
la construire par points en employant seulement la règle et le compas. 

Considérons, en effet, deux sphères quelconques passant par les cer- 
cles (A) et (B); elles se coupent suivant un cercle (T°). Je vais chercher 
les points du lieu situés sur (T). Pour cela, je remarque que toute 
sphère passant par le cerele (C) coupera le cercle (F) en deux points 
M et P, tels que la droite MP aille concourir en un point fixe H. SiM est 
un point du lieu, l’angle MPO, ou, ce qui est la même chose, l'angle 
HPO sera droit; le point P devra donc se trouver sur la sphère décrite 
sur OH comme diamètre. Il y aura donc deux positions pour le point P 
et, par conséquent, aussi deux positions pour le point M. Cette con- 
struction, étant générale, ne subit aucune modification dans le cas de 
la surface des ondes. 

Il existe un cercle (K) qui rencontre les cercles (A), (B), (C) chacun 
en deux points. Appelons centre radical de deux cercles le centre radical 
de toutes les spheres passant par ces deux cercles. Le plan du cercle 
(K) est le plan des centres radicaux des trois cercles (A), (B), (C)pris 
deux à deux. 

La surface (£) contient le cercle (K). 

Chacune des sphères passant par le cerele (K) et l'un des cercles (A), 
(B), (C) coupe la surface suivant un nouveau cercle. On obtient ainsi 
trois cercles (A’), (B’), (C’). 

La surface (£) est, en général, du cinquième ordre. Elle admet le 
cercle de l’infini comme ligne double et elle coupe en outre le plan 
de l'infini suivant une droite qui est dans le plan perpendiculaire à la 
ligne OH, H désignant le point de rencontre des plans des cereles (A), 
(B), (C). 

La surface (2) se réduit au quatrième ordre : 1° siles plans des cer- 
cles (A), (B), (C) se coupent suivant une droite; 2° si le point O et le 
point H coincident. J’examinerai spécialement ce dernier cas. 

Alors la surface admet huit plans la coupant chacun suivant un cercle 
et une conique. Ce sont le plan de l'infini, coupant suivant une conique 
et le cercle de l'infini, les plans des cercles (K), (A), (A’), (B),(B’), 


CCR eee eT) 
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(G), (C’). Elle contient donc seize coniques, ce qui est d’autant plus 
remarquable qu’elle n’a en général aucun point singulier. 

Dans une premiere étude sur les surfaces du quatrième ordre admet- 
tant des coniques isolées, il m’a paru qu’il existe une surface du qua- 
trieme ordre qui, sans avoir aucun point singulier, admet dix-huit plans 
tangents quadruples, et par conséquent trente-six coniques. 

Il résulte, on le voit, des recherches précédentes que la surface des 
ondes est une simple variété d’une surface du quatrième ordre n’ayant 
aucun point singulier et contenant seize coniques isolées. 

Je terminerai en ajoutant un petit complément à deux de mes Com- 
munications antérieures. On sait que, si trois points d’une droite inva- 
riable décrivent des plans rectangulaires, tout point de la droite décrit 
un ellipsoide. J'ajoute à ce théorème de Dupin que {a droite, dans toutes 
ses positions, demeure normale à une surface fixe dont les lignes de cour- 
bure sont algébriques. Cette surface est une variété des surfaces de qua- 
trième classe, considérées dans ma Communication du 3 janvier, et les 
surfaces développables formées par les normales en tous les points d’une 
ligne de courbure sont tangentes à une surface du second degré, comme 
cela a lieu d’ailleurs pour les surfaces les plus générales de ce genre. 

On voit que nous déterminons la surface sur les normales de laquelle 
les plans coordonnés interceptent des segments de longueur donnée. 
D'une manière générale, on peut toujours obtenir par de simples qua- 
dratures l’équation de la surface qui est définie par une relation quel- 
conque entre les trois longueurs des segments compris entre le pied de 
la normale et les trois plans coordonnés, au moins quand ces trois plans 
sont rectangulaires. En étudiant cette équation, on est conduit à un 
théorème intéressant : 


S’il existe deux relations entre les longueurs des trois segments de la nor- 
male compris entre le pied de cette normale et les trois plans coordonnés, 
l’une de ces relations est nécessairement la suivante : les segments de la 
normale compris entre les trois plans coordonnés ont des rapports inva- 


riables. 
Ce théorème se vérifie en particulier pour la surface que nous venons 


de considérer, et qui est normale à toutes les positions d’une droite 
invariable dont trois points décrivent les plans coordonnés. 


Le 


Soient x, y, 3 les coordonnées rectangulaires ania point quel ES 


conque d’une surface. Désignons par p, 7,7 des quantités proportion 
nelles aux cosinus directeurs de la normale et assujetties en outre à 


satisfaire à la condition F 


(1) | petqytrs=t. 


Enfin désignons par p’, g’, 7 les trois quantités _ 
(2) p'=g3—rYy, g'=rx—ps, dr CE be | i 
de telle manière que les six coordonnées de la normale seront p, q, 7, ; 
PrqT. | 4 
Avec ces notations l’équation différentielle des lignes asymptotiques | 
de la surface sera . * 


(3) dp dx + dq dy + dr ds = 0, an 
et celle des lignes de courbure 
(4) dp dp! + dq dq' + dr dr'=o0. 


Je me propose d’appliquer ces résultats très simples à l’étude des 
lignes asymptotiques et des lignes de courbure de la surface des ondes. 

J'examinerai d’abord ce qui concerne les lignes asymptotiques. La 
surface des ondes étant un cas particulier de la surface à seize points 
singuliers, on pourrait déduire la détermination de ces lignes de celle 
qui a été donnée par MM. Klein et Lie pour la surface de Kummer; 
mais il y a intérêt à les déterminer directement, et nous allons voir 
d’ailleurs que la méthode suivie dans cette recherche donne les lignes 
asymptotiques d’une infinité de surfaces nouvelles. 

L'étude détaillée et complète de la surface des ondes repose sur 
l'emploi simultané de quatre variables qui sont les suivantes. Consi- 
dérons un point M de la surface. Le rayon qui joint le point M au 
centre O de la surface coupe celle-ci en un second point M’. Nous po- 
serons 


OM — B, OM’ — aie 
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Designons de même par a et 8’ les carrés des distances du centre au 
plan tangent en M et au plan tangent parallèle. Ces quatre variables 
seront liées par les deux relations contenues dans l'identité 


abc 
ao! 


(5) #(a — B)(# —B') — (# —a)(#—b)(x@—c) = —; (w@— 2) (x —2'), 
qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x. 

Cela posé, on aura, pour un point quelconque de la surface des 
ondes, les valeurs de X,Y, =,p,q,r que l’on déduirait des formules 
suivantes 


a 


= CE — By (BI, 


nLC—@ M fe — gl\m, } 
2 = C'( ) ( =) (c — B)"(e — B’)%, 


a 


| p20 (= SE) papy, 


en y faisant 
= — 0, mM, =n, =, 
et en disposant convenablement des constantes C, C’, C”. 

Je vais considérer d’une manière générale les surfaces définies par 


les formules (6). On a, pour elles, 


I A — AN / a= AN Ma AS eu 
een || a ) ( a! ) (a —B)'-"(a— pr, 


: De Poe = ee 
(7) = po | a ) ( x! ) (b — BG)! 1(b — 6")! 2; 


I (< — “ms rm AC = Bjieni(e 6. 


oe Ue a) (ea) a 


On peut ici appliquer la formule (3) et écrire l'équation différen- 
tielle des lignes asymptotiques. On est ainsi conduit au résultat très 
simple que voici : 


Toutes les fois que les exposants seront liés par la relation 


(8) M + a+ Mot Mal, 


_ 


Akai 


31 ds 41 af 4 ‘ “jy Ad on is a Ercan) à = : 4 
Re l'équation différentielle des lignes asymptotiques dic abies eek adit. 1, 
PATRON ee er à À “a ~ it Un d "INTER 
hes de ns tt eee al VE 
OÙ BaayB—H ee) BaP —O)(B ey 
el par conséquent ces lignes seront définies par une relation algébrique, 
dont la forme est bien connue, entre Bet B. ee Pt 


- 4 4 


Les exposants dans le cas de la surface des ondes satisfaisant à la re- 


_ lation (8), le résultat précédent comprend celui que l’on connait rela- 


tivement à cette surface. 


L'intégration de l'équation (9) conduit au théorème suivant, qui 


remplace tous les calculs : 


Considérons chacun des complexes de Chasles, qui sont formes des 


droites coupant les trois plans coordonnés et le plan de Vinfini en quatre 
points de rapport anharmonique constant. Le lieu des points de la surface — 


où le cône du complexe est tangent à cette surface est une ligne asympto- 
tique. 


Quand on fera varier la valeur du rapport anharmonique constant, 
on aura une infinité de complexes qui donneront toutes les lignes 
asymptotiques. 

Il m’a paru intéressant de chercher toutes les surfaces jouissant de 
la propriété exprimée par le théorème précédent. On trouve d’abord 
les surfaces tétraédrales de Lamé qui sont définies par l'équation 


x m Ws m 5 due 
(a) + Ge) = 
Leurs lignes asymptotiques ont été déjà déterminées par M. Lie, et elles 


jouissent de cette propriété particulière que les tangentes à chacune 
d’elles appartiennent toutes à un même complexe de Chasles (qui varie 


quand on passe d’une ligne à l’autre). 


Les autres surfaces satisfont à l’équation aux dérivées partielles 
(10) ays(rt—s*) + pg(s —px—qy)=0 


que l’on peut interpréter comme il suit. 
Designons par N,, N,, Nz les portions de la normale à la surface 


aay 8 
Lo nt, 
“ol | 
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al 
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comprises entre le pied M de: cette normale et les plans coordonnés. 
72 . . - ‘ 
Solent R, R’ les rayons de courbure principaux et P la distance de 
I origine O au plan tangent en M. L’équation (10) est équivalente à la 
relation 
N,N,N, 
RR’ = a ea 
qui donne la courbure totale et s'applique en particulier à la surface 
- des ondes. 
La formule suivante, tout aussi simple, mais convenant seulement à 
cette dernière surface, fait connaître la somme des rayons de cour- 
bure. On a 


R+R'=N;+N,;+N.— 


Ill. 


Les lignes de courbure de la surface des ondes ont été l’objet de dif- 
férentes recherches à la suite d’une Note insérée en 1858 par M. Ber- 
trand dans les Comptes rendus (t. XLVI, p. 817). Un géomètre avait 
annoncé que la courbe de contact de la développable circonscrite à la 
surface et à une sphère concentrique est une ligne de courbure. 
M. Bertrand démontre deux théorèmes élégants qui mettent en évidence 
l’inexactitude de cette proposition. Depuis, un très habile géomètre, 
M. Combescure, est revenu sur ce sujet dans les Annales de Tortolini 
(t. II, p. 278; 1859) et il a donné, entre autres résultats, l'équation 
différentielle des lignes de courbure. Une courte Note de M. Brioschi, 
placée à la suite du travail précédent, contient une transformation 
intéressante de cette équation. 

J'ai été conduit à m'occuper des lignes de courbure de la surface des 
ondes en étudiant la forme des lignes de courbure d’une surface quel- 
conque dans le voisinage d’un ombilic. Cette intéressante question a 
déjà été l’objet des recherches de M. Cayley ( Philosophical Magazine, 
t. XXVI, 4° série, p. 373, 441). 

Les lignes de courbure, dans le voisinage d’un ombilic, ne ressem- 
blent nullement à un cercle, et leur forme est très variable. Si l'on dé- 
signe par A, B, C, a, B, y six paramètres dépendant de la forme de la 
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surface dans le voisinage de l’ombilic, les lignes de courbure sont dé- 
finies par les formules suivantes 


æ=K(p—a)(p—B}5(p—y)[p°—-1—(y+a+6+y)p], 
y =K(p— a) (p—B}(p—7yYTaBy(i—p?)—(1+ a8 + ay + By) pI, 


ou x, y désignent les coordonnées rectangulaires de la projection du 
point sur le plan tangent; p est un paramètre variable et K la con- 
stante arbitraire qui varie quand on passe d’une ligne de courbure a 
l’autre. 

Le résultat précédent, sur lequel j'aurai sans doute l’occasion de 
revenir pour le compléter, fournit un moyen de reconnaître si les lignes 
de courbure d’une surface peuvent être algébriques. Une condition 
nécessaire est que les nombres A, B, C, relatifs à chaque ombilic, soient 
commensurables. Si cette condition n’est pas remplie pour un seul 
ombilic, on pourra affirmer que les lignes de courbure ne sont pas 
algébriques. 

En appliquant ce critérium à la surface des ondes qui était tout in- 
diquée pour cet ordre de recherches, je reconnus que, dans ce cas et 
pour tous les ombilics, A, B, C sont commensurables. Dansle voisinage 
de chaque ombilic les lignes de courbure sont semblables à des courbes 
algébriques du dixième ordre. J'ai été ainsi conduit à de nouvelles 
études qui ont été communiquées en 1878 au Congrès de |’ Association 
francaise. 

Conservons les variables x, 6, «’, 8’ déjà définies et posons, pour 
abréger, 


f(a) =(a—a)(a—b)(a—e); 


l'équation différentielle des lignes de courbure, déjà donnée par 
M. Combescure, sera 


(2) Ja) dB + (8) dat — dads | af (x) + (8 — a) 


sa) — 7e | tof 


Cette équation conserverait absolument la même forme si, au lieu 
de l'écrire avec les variables «, 8, on employait &’, 8’. Je vais montrer 
qu'on peut l'intégrer toutes les fois que la fonction du troisième degré 
J (x) se réduit à un polynôme du deuxième degré. 


mate a Pee 
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Pour cela, je remarque que, si l’on pose, pour abréger, 
GCE) — tim), 


et si l'on substitue à B la variable » = «(8 — «), l'équation (2) de- 
viendra 


3 ow (a) 
6 


Ly? dy p? 
G) ela) Fe —ga)0 + vp(a) +H ola) + 5 
Si f(x) est du second degré et par conséquent 9(a) du troisième, le 
dernier terme de l’équation précédente disparaîtra. Je suppose que 


dans o(x) le coefficient de la troisième puissance ait été ramené à 
l'unité et je pose 


L’équation en w sera 


dw? 


de 
On peut l'écrire 
Ar da 3 do? (da Ls 
7 dw a dw \dw 1) 7% 


et si l’on effectue le changement de variables bien connu, défini par les 
formules 


(4) pla) + 


dw y? 
(CASE A 
— pa) w= ++ À ora) 


(5) 


l'équation devient 


dy 
ANR Mens Re 


On n’a plus qu’à séparer les variables et à intégrer, ce qui donne 


leaden 
eae [o(y)}* 


Ce premier résultat, relatif au cas où f(x) est du second degre, 


ad 


hs Re 
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à prouve déjà ate les lignes de courbure de la pete onda ne 
_ étre des courbes algébriques d'un degré déterminé. S'il in 
De ne espérer que l'intégrale de l'équation plus générale a pourra 
at - obtenue, il montre Ae moins que cette intégrale ne pourrait étre ex- 
_primée que d’une manière assez compliquée. Enfin il a des applications 
| | __ géométriques que je signalerai en terminant. rd 
a La surface des ondes est l’apsidale d’un certain ellipsoide (E). Sup- | 
ee -_-posons que cet ellipsoide devienne un cylindre, l’un de ses axes gran- 
dissant indéfiniment. La surface des ondes se transformera en une 
surface dont les lignes de courbure seront déterminées par l'équation 
que nous venons d'intégrer. 
Lorsque deux des axes de l’ellipsoide tendent à devenir égaux, l’une 
des nappes de la surface des ondes se rapproche d’une sphère; si les _ 
| trois axes a, b,c tendent vers une valeur commune r par des formules | 
fl | elles que les suivantes : wig ve 


_a=r+ea/, b=r+eb, c=r+ec’, 


où a’, b’, c’ sont des quantités fixes, les deux nappes de la surface se 
rapprochent de la sphère de rayon r. Dans l’un et l’autre cas, les lignes 
de courbure tendent vers des positions limites, et leur équation diffe- 
rentielle se ramène à celle que nous avons intégrée. 

On peut donc considérer comme connues les lignes de courbure de 
toutes les surfaces des ondes qui se présentent en Physique et qui sont, 
comme on le sait, peu différentes de la sphère. 
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SUR LES 


INVARIANTS FONDAMENTAUX 


DES 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE, 


Par M. H. VOGT, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, PROFESSEUR AU LYCÉE DE NANCY. 


INTRODUCTION. 


Les mémorables travaux de M. Fuchs (Journal de Crelle, t. 66) ont été 
le point de départ d’importantes recherches sur les équations différen- 
tielles linéaires et homogènes. M. Tannery fit connaître en France les 
idées de l’éminent géomètre de Berlin et étudia la nature des intégrales 
(Annales de l’École Normale, 1874); M. Floquet, suivant les traces de 
Thome et de Frébenius, et M. Appell (/d., 1879 et 1881) montrerent 
l’analogie qui existe entre ces équations et les équations algébriques; 
plusieurs mathématiciens, entre autres MM. Fuchs, Schwarz, Klein, 
Goursat, Halphen, étudierent les relations algébriques qui peuvent 
exister entre les intégrales; enfin M. Poincaré, généralisant, apres 
M. Fuchs, la méthode d’inversion si féconde en résultats, fit paraître 
ses importantes recherches sur les groupes fuchsiens, et sur les fonc- 
tions fuchsiennes et kleinéennes (Acta mathematica, t. I, I, IV, V). 

A l’étude des équations différentielles se rattache intimement celle 
du groupe de substitutions que subissent leurs intégrales lorsque la 
variable décrit un contour autour des points singuliers. MM. Fuchs et 
Hamburger ont cherché à calculer numériquementles coefficients de ces 
substitutions au moyen des paramètres de l'équation différentielle; 
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M. Poincaré, dans un de ses Mémoires Sur les groupes des équations li- 
néaires (Acta mathematica, t. IV), se place à un autre point de vue, 
celui de la théorie des fonctions, et montre que les groupes de substi- 
tutions dépendent de certaines fonctions de ces paramètres, qu'il ap- 
pelle invariants fondamentaux. C'est l'étude de ces invariants et de 
leurs propriétés qui forme l’objet de ce travail; je le divise en trois 
Parties. 

Dans la première, je cherche à exprimer les coefficients du groupe 
au moyen des invariants fondamentaux supposés connus et à en dé- 
duire les invariants de toutes les substitutions; je montre quelles re- 
lations existent entre les invariants et les polygones fuchsiens. Dans la 
deuxième, j'étudie les invariants comme fonctions des paramètres de 
l'équation différentielle, ces fonctions dépendant de certaines autres 
analogues au logarithme et dont je donne d’abord les propriétés. 
Enfin, dans la dernière Partie, j étudie les paramètres de l'équation 
comme fonctions des invariants; je montre en particulier comment 
on peut déduire d’une équation différentielle toutes les autres ayant 
mêmes points singuliers et mêmes invariants fondamentaux. 

Je suppose toujours que les équations différentielles sont du second 


ordre, de la forme 
MT 
Ts = Le 


et à intégrales partout régulières; de plus, que le déterminant 
J1Y2— Ja) 


est égal à l’unité, ainsi que le déterminant des coefficients de toute 
substitution; deux groupes transformés l’un de l’autre par une même 
substitution ne sont pas considérés comme distincts. 

J'aurai à construire des triangles formés d’arcs de cercle orthogo- 
naux à un cercle fondamental de rayon 1; si s = pe est l’affixe d’un 
point de l'intérieur de ce cercle, je définis la L d’un are par 


i a f mee ds. 
Eu Dre 


les coordonnées ¢ et 0 peuvent être remplacées par Ret 0, R étant la L 
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de p; on a alors 


un 
Or 


Ree. 
aa 
Toutes les formules de la géométrie non euclidienne sont applica- 


bles à ces triangles; de plus, le z d’un point de l’intérieur du cercle 
est exprimé en fonction de R et de 4 par 


Re 
a= tangh — ef, 


formule analogue à celle qui donne la projection stéréographique d’un 
point d’une sphère défini par un arc de grand cercle égal à R issu de 


l’origine et par l’angle 4 que fait cet arc avec OX. On a, en effet, dans 
ce cas, 


R, 
i lang — ei, 


————— ç — 


PREMIÈRE PARTIE. 


ÉTUDE ALGÉBRIQUE DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS. 


1. Considérons un système fondamental d’intégrales d’une équation 
différentielle du second ordre, et la substitution 


= (75) (app 


que subit ce système lorsque la variable décrit un certain contour; il 
existe, relativement à ce contour, deux intégrales particulièrement 
simples qui se reproduisent multipliées par des facteurs constants : ces 
facteurs sont les racines de l’équation fondamentale 


A — 6 
=< 6 
y À —w 
ou 
o2—(a+d)o +1=0. 
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Ces racines, et par suite leur somme, sont des invariants relatifs au 
contour, en ce sens qu’elles sont indépendantes du systeme d’inté- 
grales choisi; à chaque substitution ou à chaque contour correspond 
ainsi un invariant, qui est la somme «& + ô. 

La connaissance du groupe de substitutions se déduit de celle des 
invariants de ces substitutions; il n’est pas nécessaire cependant d’a- 
voir tous les invariants, mais un certain nombre d’entre .d’eux, d’où 
l’on déduit tous les autres, et qui sont des invariants fondamentaux. 

Supposons que l'équation différentielle possède n points véritable- 
ment singuliers, à distance finie, et que le point infini soit un point 
singulier de même nature; je dis que le nombre des invariants fonda- 
mentaux est 3(m — 1), quel que soit d’ailleurs le nombre des points 
apparents. 

Si l’on trace, en effet, des lacets issus d’un point quelconque et en- 
tourant chacun des points singuliérs et si l’on connaît les x substitu- 
tions fondamentales que subit un système particulier d’intégrales 
lorsque la variable décrit ces lacets, le groupe est entièrement déter- 
miné, car on connait a prior: la substitution de ce système autour d'un 
point apparent; elle est de l’une des formes 


Dre 

; 
OVE oO ee À 
et, de plus, un lacet entourant l'infini se ramène à une succession de 
lacets situés à distance finie. Or les n substitutions fondamentales 
exigent la connaissance de 3x coefficients; mais trois d’entre eux peu- 
vent être pris arbitrairement, car on peut transformer le groupe par 
une substitution quelconque renfermant trois indéterminées. Il suffit 
done de connaître 3(m — 1) quantités, par exemple les invariants de 
3(n — 1) substitutions convenablement choisies; il y a done 3(7 — 1) 
invariants fondamentaux. 

Nous considérerons d'abord les groupes de substitutions indépen- 
damment des équations différentielles qui les produisent et des con- 
tours auxquels se rapportent ces substitutions, et nous nous proposons 
de résoudre les problèmes suivants : 


1° Etant donné un système particulier d'invariants fondamentaux, 
comment détermine-t-on le groupe? 
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2° Comment calcule-t-on Vinvariant d’une substitution quelconque? 


3° Quelles sont les différentes manières de choisir les invariants JSonda- 
mentaux ? 


Nous allons nous occuper d’abord des deux premiers problèmes. 
M. Poincaré a déjà donné la solution du second, dans les cas de n = 2 
et n —35, dans son Mémoire Sur les fonctions fuchsiennes et l’Arithme- 
tique, $ V ('). Avant d’aller plus loin, je donne les formules générales 
suivantes, relatives aux calculs des invariants : 

Es, ou I, désignant l’invariant de la substitution S,, I,, celui de la 
substitution S,S,, on a 


EE, 
Tje= 11, 
(1) Los + bis L134 L1,+bh.—-L1L1, 
(2) I,.+1]-,=1,L, 
n n—2 n(n —3) 1% 
(3) Le=1;—- 21 Co gen oe 0 Er 


Cette dernière formule n’est autre que celle qui donne w*+ w% en 
fonction de &, + w,, sachant que w,w, = 1. 


2. Je considère d’abord le cas den = 2 : le groupe est dérivé de deux 
substitutions fondamentales S,, S,, etil y a trois invariants fondamen- 
taux; je prends ceux des substitutions S,, S, et S,S,, et je désigne ces 
invariants par I,, I, et I,,. | | 

Le groupe ainsi déterminé est celui de l’équation de Gauss, à la- 
quelle satisfait la série hypergéométrique. Je ne m'y arrête que pour 
montrer, sur un exemple simple, la méthode employée. 


Les équations 
of—Lo,+1=0, 
02 —I,0,.+1=0 


déterminent d’abord les substitutions canoniques 
Oy ¥G 0 ) 
DES ees > P , 
(0) =) ONE 


(1) Journal de Liouville, t. I; 1887. 
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dont S, et S, ne sont que des transformées; comme on peut choisir 
arbitrairement l’ordre des racines w, on peut les supposer connues 
aussi bien que les invariants. Il ne reste plus qu’à trouver la substitu- 
tion auxiliaire qui permet de passer de s, à s,; je la désigne par 


A129 Bis 3 
B= (or rae 5 | 
c’est la substitution par laquelle il faut transformer s, pour avoir la | 
substitution S, du groupe, lorsqu'on suppose S, = s,; si £,, a une si- | 
gnification analogue, le produit 2,,2,, est égal à l'unité. 
En écrivant que I,, est l’invariant de la substitution s, Diets yg CL OU 
posant, pour simplifier, 


(4) i 


21,, — LL 


(@,— 0) (G2 — w3) 


: 


on trouve ; 
(5) 012012 = + (Mis +1), 


| Bio yo =4(M,.—1). 


Z,, dépend de deux paramètres variables; mais tous les groupes dé- 
rivés de s,, s,, Z,, obtenus en faisant varier ces paramètres sont des 
transformés les uns des autres et ne sont pas distincts, comme nous 
avons dit. 

Il y a exception lorsque M,, est égal à + 1; la condition nécessaire 
et suffisante pour que ce fait se produise est que les invariants véri- 
fient la relation 


on peut toujours supposer, par un choix convenable des racines w, que 
M,, = +1. On peut alors distinguer deux cas : 

1° L'une des quantités 8,,, y,, est nulle et l’autre est quelconque; 
E,, a alors la forme 


et tous les groupes obtenus en faisant varier & ne sont pas distinets. 

2° B,. et y,. sontnuls, etZ,, — 1; le groupe est dérivé de s, et s,, et 
se compose de substitutions toutes permutables entre elles : ce n’est 
pas un groupe transformé du précédent. 


— 1 Pa Bhi 
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Une équation différentielle qui possède de tels groupes est réduc- 
tible; dans le premier cas, l’une des intégrales est 


V1 = (@ —&)1(x— a)": 
et l’autre 


dans le second cas, les deux intégrales sont 
Hi (r— ay)" (2 — ag)” et Yo (tr — a} "(x — a)". 


Mais alors on a 7, +7, =1, et le point infini est à apparence singulière. 

L'invariant d’une substitution quelconque est une fonction ration- 
nelle et entière des invariants fondamentaux, que l’on obtient par ap- 
plication des formules (1), (2) et (3). La première permet d’exprimer 
Vinvariant d’une substitution quelconque SPSS®"S®"... au moyen de 
ceux de la forme S’”, Sf, S'S}; on a, en effet, en désignant par os une - 
substitution quelconque 


I,» 2 g + T,m+m ong = Lan Linie + Er im on + Tyr ,/I oi 1 Pye Pes on 


de sorte que I,».»,», est exprimé au moyen d’invariants plus simples 
et, de proche en proche, au moyen d’invariants de la forme I,», I», 
Tmo. 

La formule (2) permet de ramener le calcul au cas où tous les expo- 
sants sont positifs; la formule (3) donne I,» en fonction de I,; quant a 
Im, C’est l’invariant de 5 2,,5,2,,3 par suite, M,».»=M,, ou bien 


2 Lim on — LL 21,, — I, I, 


(7) (wi"— wy”) (of— wy’) CA (W2— 9) ‘ 


Cette équation donne I,» 4". 


3. Je considère maintenant le cas de n = 3; le groupe est dérivé de 
trois substitutions fondamentales S,, S,, S,; je prends pour les six in- 
variants fondamentaux I,, IJ,, I,; 1,2, L;,, I,, et je vais en déduire le 
groupe. Les trois premiers déterminent d’abord les substitutions cano- 


@; © : ¢ 
= ( 3 5) (rt 20): 
O cc); 
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les autres donnent les substitutions auxiliaires 2,,, 2253, D3, définies 
comme précédemment. Ces substitutions ne sont pas indépendantes ; 
car toute substitution S, transformée successivement par ss, Yes, 
E,,, doit donner la même substitution S : on en conclut que le produit 
Y,, 2322 doit avoir l’une des formes 

(; °), Ge °): 

: OJ O-== 1 
Mais on peut se limiter au premier cas; car on peut changer les signes 
des coefficients d’une substitution auxiliaire sans changer le groupe 
dérivé de S,, S., S83. 

Les coefficients des substitutions © sont donnés par 


- 21,.—I,], 
* (= 0) (@2— 04)” 

12012 = 5 (Mis +1), 

Bi2 yo = + (My. — 1) 


et les équations analogues; il existe encore entre les coefficients une 
équation que l’on obtient en exprimant que Z,,Ë,,£,, = 1; on trouve 


M; 


\ ny ee 1 
O19 Cas O31 + O12 Vas 034 = 4 
i i 
8 


(M2 + M,3 + Ms, = is 1), 
(Mie + 1) (Ms +1) (Msi +1), 


ANS AN 
2 Los X34 012993 031 — 


N N . F 5 
de sorte que o45%5%5, et C,.0230;, sont racines de l’équation du se- 
cond degré 


(8) Pos — 3 (Mie + Ms + Magi +1) Pass + $ (Mia +1) (Mes +1) (Magi +1) =0; 


je désignerai désormais par P’ la racine que je prendrai pour &,. %3 %, 
et par P” l’autre racine. 

Les substitutions & dépendent de trois paramètres : par exemple, de 
Bia, Lin eb & 5, et des racines de l'équation précédente; mais les 
groupes que l'on obtient en faisant varier les trois paramètres ne sont 
pas distincts, et l’on arrive finalement à ce résultat : 


Les invariants fondamentaux déterminent deux groupes, qui se dis- 
¢ » » . . . 
tinguent l'un de l'autre par le choix des racines de 1 ‘équation (8 ). 


Je vais former tous les invariants au moyen des six invariants fon- 
damentaux; ceux des substitutions dérivées d’une ou de deux substi- 


ee ell NS: 


L 
>. 
s 

# 

¥ 

| 

£ 
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tutions fondamentales S,, S,, S, ont été formés au n° 4; tous les 
autres se ramenent, à l’aide des formules (1), (2), (3), aux précédents 
et aux invariants I,,, et I,,,; tout revient donc à calculer ces deux 
derniers. Ce sont ceux des substitutions 


1, Y-1 6 91 
8,273 $2253 53254, 


spi 273 83° 23:s; 23; 
en les formant directement, on trouve 


Los + Tyg. = LL;+Ll, + I3l.—-L14, 


Lis — 3 = (Pos — Pies) (@1— ; ) (@2— 0) (3 — @)3 


(9) 


ce sont des fonctions rationnelles des invariants fondamentaux et des 
racines de l’équation (8); ils sont racines d’une équation du second 
degré que l’on obtient en remarquant que 


Ge es Lae = Cl. Lt) aol, —T1,)= Ul? 4). 
et ’équation du second degré est 
(1 1) Po, — (21, 1,;— L LL) L23 + 213 +212, —2IL LI, + 1, 1.313, — 4 =, O; 


tous les invariants sont, par suite, des fonctions rationnelles des in- 
variants fondamentaux et des racines de l’équation (8) ou de l’équa- 
tion (11). 

On pouvait prévoir que les invariants choisis fourniraient deux 
groupes : si S,, S,, S, est un système de substitutions fondamentales, 
répondant à la question, le groupe dérivé de S,=S,',S,=S,", 
S, = S;' a les mêmes invariants fondamentaux que le premier, mais 
Vinvariant de S,S.S, est égal à [,,, et non à L,:.; ces deux dernières 
quantités doivent donc se permuter lorsqu'on passe d’un groupe à 
l’autre. 

On arriverait aux mêmes conclusions en choisissant I,, I,,1,, L,., 
I,, etI,,; comme invariants fondamentaux; car, si un groupe (S,S,S,) 
répond à la question, ilen est de même du groupe dérivé de 


Si=S;, S,=Sis,'S;, S,—S;"; 
l'invariant de S,S, n’est pas égal à L,,, mais à 


T2743 = L138 + 1,1; — bes — ll; 
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l'équation (11) donne du reste pour I,; deux valeurs se déduisant Pune 
de l’autre d’après l'équation précédente. 

Sixinvariants quelconques ne peuvent déterminer un groupe unique, 
car le cas le plus favorable qui puisse se présenter est celui où l'on 
déduirait de ces six quantités un seul système de valeurs des six in- 
variants fondamentaux choisis précédemment; on peut trouver en 
“général plusieurs systèmes, à chacun desquels correspondent deux 
groupes. Il est par suite nécessaire, pour définir un seul groupe, de 
donner sept invariants, par exemple les six premiers et 1,,,, reliés par 
l'équation (11). eee 

Nous avons jusqu'ici considéré les groupes en eux-mêmes; lorsqu’on 
les étudie comme groupes d'équations différentielles, il est nécessaire 
de donner, en même temps queles invariants, les chemins joignant les 
points singuliers deux à deux, et servant à définir les substitutions 
auxiliaires Z; nous supposons pour le moment que ces chemins sont 
les droites joignant les points singuliers; nous verrons plus loin 
quelles modifications il faut faire subir au groupe lorsque l’on fait 
d’autres hypothèses. 

Si l’on donne les coefficients de l'équation différentielle, on peut 
calculer, comme nous l’expliquerons dans la deuxième Partie, les inva- 
riants fondamentaux; il n’existe cependant qu’un seul groupe, et I,.5, 
s’il est égal à I,, est parfaitement déterminé; au contraire, si l’on 
donne les six invariants fondamentaux, il existe en général deux équa- 
tions différentielles possédant ces invariants; pour l’une, L, est égal à 
l’une des racines de l’équation (11); pour l’autre, L, est égal à l’autre 
racine; à chacune de ces équations correspond un groupe déterminé. 


4. Les développements que nous avons donnés dans les numéros 
précédents permettent d’énoncer rapidement les résultats relatifs au 
cas général, où le groupe est dérivé de x substitutions fondamentales 
Si, So, ...,5,3 je prendrai pour les 3n — 3 invariants fondamen- 
Dov ta URS Sia eal Cray 6 UE PALIN) 15925008 
voit que, si l’on considère x points @,, ay, ..., a, auxquels correspon- 
dent les substitutions fondamentales, les invariants choisis sont ceux 
qui se rapportent aux sommets, aux côtés du polygone a,4,...a,a, 
parcourus dans cet ordre, et aux diagonales issues du point a,. 
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Les 7 premiers invariants déterminent les substitutions canoniques 


, 
0); O : 
= ( : 4 Cr c= hee: 72); 


O 6), 


les autres déterminent les substitutions auxiliaires DIRE cei Sie 2 
eg DA ERR Ty tap > ven) Wak -.. au moyen d’équations analogues 
aux équations (4) et (5), etden— 2 équations du second degré ana- 
logues à l'équation (8), 


(12) | Pen — Mir + M,241 + My + Pye bes 
+ (Mia +) (Mare +1) (Mani + D 


k variant de 2 an — 1. Ces substitutions © dépendent de x paramètres 
arbitraires, par exemple de B,,, &o, %23, -.., Zain et des racines des 
équations précédentes; les paramètres n’influent pas sur le groupe; 
mais, en combinant de toutes les manières possibles les racines des 
équations (12), on obtient des groupes différents, de sorte que les 
3n — 3 invariants choisis déterminent 2"? groupes distincts. 

Lorsque l’on a pris un système particulier de racines des équations 
précédentes, le groupe correspondant est parfaitement déterminé; il 
en résulte que les substitutions auxiliaires reliant deux substitutions 
canoniques A TE Sy, $, Sont déterminées : elles sont données 
par l'équation 

| Zurlin le =13 
on en déduit la valeur des invariants de la forme I,,; par exemple, I,, 
est donné par l'équation 
M, — Mi2Ms, + Mi,Mo3 + Myo+ Mis-+ M + Mos+ My, + 1° 
(13) eae M,;—1 
ae 123 108 + Phos Piss 
Mi;—1 


où P’ désigne, comme précédemment, la racine égale au produit des 
coefficients «, et P” la racine égale au produit des coefficients 6. Les 
deux valeurs de M,, sont racines de l'équation 


I M» Mis Mu 
Ma, I Mos Ms, 
(14) Ms, M I Ms, un 
My Me Ms : 
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ce qui donne, entre les invariants, la relation 


2(21,.—1,1,)?(21;, — LI)? 
— 2% (21,;— 1,1) (213 — 1,13) (21,,—L1,) (21, — LI) 
“493 (12— 4) (2h — Wh) (2Ies — Ly) (211 — Is) 
—X(I? —4)(2 — 4) (2le—L LL) + IT —4) =o. 


On calcule les invariants 1,34, par la méthode employée pour le 
cas de n = 3; les autres invariants des produits de trois substitutions 
quelconques sont des fonctions rationnelles des précédents : on déter- 
mine, par exemple, I,,, par l’équation 


AP Ass Pass) (Pas — Pis) 


15 
OÙ À Migs MM — MisMas— Mis Mas) + Mar Ma + Mo Mas + Mas — Mus, 


que l’on déduit de l’équation (13) et des équations analogues; on peut 
remarquer la relation 


Pies Piss = Pasa Pos: 
M,3-+1 M,, +1 


et les autres analogues, qui relient les produits de trois substitutions 
formées au moyen de quatre substitutions fondamentales. 

On peut, d’apres ce qui précede, calculer au moyen des invariants 
fondamentaux et des racines des équations (12) les invariants des sub- 
stitutions dépendant de deux ou de trois substitutions fondamentales. 
Tous les autres sont des fonctions rationnelles des précédents; car on 
a, pour déterminer l’invariant du produit de quatre substitutions quel- | 
conques, l'équation 


2 PE. — I, Toca zie I, Leaa CE Le laub = Talabe+ Le Le > Tes kaa a à hae Loa 
a 12 [, Lou — I, Live eS Llela ee Lala Le QE LG 1 ia 


On peut, par suite, ramener le calcul des invariants dépendant de 
m substitutions fondamentales à celui des invariants dépendant de 
m—1, et, de proche en proche, à celui des invariants déterminés 
précédemment. 

En fonction des 52 — 3 invariants fondamentaux primitifs, chacun 
des autres a en général 2"? valeurs, qui se déduisent l’une de l’autre 
par permutation des racines d'une ou de plusieurs des équations (ro) 
La présence de ces 2"? valeurs s'explique, comme dans le cas de trois 


ne D pénis td LE à ee ny 
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points singuliers, par la multiplicité des groupes déterminés par les 
Invariants. 

Si l’on considère une équation différentielle ayant » points singu- 
HP a a; et si l’on suppose ces points rangés dans un ordre 
tel qu’on rencontre successivement les diagonales a, ay, a, dy, -.., aa, 
en tournant autour de a, dans le sens positif; s’il y a, de plus, 
P points à apparence singulière avec la substitution 


invariant I. est celui de la substitution (S,S,...S,) '6?, et il est 
égal à 


le WPL cn 


il a une seule valeur calculée au moyen des paramètres de l'équation 
différentielle, tandis qu’il en a 2”-? en fonction des invariants fonda- 
mentaux ; il faut donc choisir, dans le cas d’une équation donnée, une 
de ces valeurs, ce qui revient à choisir d’une seule manière les racines 


des équations (12); on peut dire qu’en général aux invariants fonda- 


mentaux correspondent 2”? équations différentielles, qui se distin- 
guent par la valeur de I., et chacune d’elles possède un groupe déter- 
miné. 

Les cas particuliers qui peuvent se présenter sont ceux où quelques- 
unes des équations (12) ont une racine double; en général, le nombre 
des groupes est diminué de moitié pour chaque équation présentant 
ce caractère; il faut encore considérer le cas où l’une des quantités M 
est égale à +1; la substitution auxiliaire correspondante peut prendre 


l’une des formes Ws *p ; aE et le nombre des groupes est en général 
doublé. 
Je pose 
De (5e — Dae 
4/3 (12— 4) (2hee— LL) 211(21,— 11) — Ii(12— 4)] 
Has = Lt 15 + Pr Lol —: h. 


(16) 


| 


Si toutes les équations (12) ont une racine double, sans que les 
quantités M soient égales à <1, il ya un seul groupe; les quantités 
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@, 4+, sont nulles par hypothèse, et il en est de même des quantités 
quelconques @,, comme cela résulte du reste de la considération des 
déterminants symétriques analogues à (14). 

Je ne m’arrête qu’au cas particulier où le groupe est celui d’une 
équation différentielle réductible, c’est-à-dire possédant une intégrale 


de la forme 
(2 — a)"(x — ay)... (x — alles 


les conditions nécessaires pour que cette circonstance se présente 
sont en nombre 27 — 3, et sont 


O,:3— 0, O3, — 0, cs D, =, 


(17) 


H,, — O, H,; == O0, ee ey Hoos n — oO. 


Ces conditions sont suffisantes, car, si elles sont remplies, tous 


les H sont nuls; on peut choisir les racines w de telle sorte que toutes 
les quantités M soient égales à + 1 et que toutes les substitutions 
auxiliaires aient l’une des deux formes énoncées précédemment; elles 


ne sont pas suffisantes pour exprimer que toutes les substitutions du - 


groupe sont permutables entre elles, mais le calcul des invariants est 
le méme que si elles jouissaient de cette propriété. 


! 


Des différents systèmes d’invariants fondamentaux. 


5. Nous passons maintenant à la résolution du troisième problème : 


Quelles sont les différentes manières de choisir les invariants fonda- 
mentaux ? 


Nous supposons d'abord que l’on cherche des invariants fournissant 
le même système de substitutions fondamentales S,, S,, ..., S,, que 
l’on conserve par conséquent I,, 1,, ..., I,, et que l’on remplace les 
2n — 3 autres par des quantités convenablement choisies. 

Nous avons vu que, si l’on prend x points a,, a,, ..., d,, auxquels 
sont affectées les substitutions fondamentales S, les 2n — 3 derniers 
invariants se rapportent aux côtés a,a,, a,a,, ..., a,a, et aux diago- 
nales issues de a,; leur nombre est celui des éléments dont la connais- 
sance est nécessaire pour déterminer le polygone; nous verrons du 


: 
> 
: 
4 
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+ 5 . 9° . ® 
reste plus loin qu’il existe souvent une analogie complète entre les in- 


variants et un polygone de r sommets; 22 — 3 quantités, angles, côtés 
ou diagonales, servant à déterminer ce polygone, pourront être prises 
comme invariants fondamentaux: à la place de I,, et I,q, on peut 
prendre I,m, et Tymgr, au moyen desquels s’expriment rationnellement 
les premieres quantités. 

Si lon considère un seul groupe (S), il est nécessaire de donner 
4n — 5 invariants, tels Quel: alas. SET RES Re 
Vins, reliés par mn — 2 équations du second degré; aux invariants 
I,, L, ..., I, on peut joindre 3n — 5 quantités s’exprimant ration- 
nellement au moyen des premières, et réciproquement. 

Nous considérons maintenant le cas plus important où le nouveau 
système d’invariants définit un autre groupe de substitutions fonda- 
mentales que le groupe (S,,S;, ..., S,); nous supposons, d’une part, 
que l’on prenne comme système primitif celui que nous avons consi- 
déré jusqu'à présent, 


I, L, Oya) [3 The; CAO; IFRS L3, CYCLE) (PRES 


d’autre part, que l’on prenne, comme nouveau système, les invariants 
de nsubstitutions du groupe (S), T,, T,, ..., T, de leurs produits deux 
à deux et trois à trois; nous les désignons par 


Si, Jos CAC es Sis Jo3, av") Ji; Jiss à EN | Ji23 CH ae Te) LR ie 


Nous pouvons toujours, d’après ce qui précède, ramener a ce cas celui 
où l’on prend J,, J,, J, et 3x — 5 autres invariants quelconques du 
eroupe-dérive de l,,#1,, .- 5 Tp: 

Si le système (J) est fondamental, le groupe (T) qu'il détermine 
doit contenir les substitutions S,, $,, ..., S, exprimées au moyen de 
combinaisons des substitutions T et de leurs inverses. Le problème se 
ramène par suite au suivant : 


Trouver tous les systèmes de substitutions de la forme 
(:8) Di SOPs Ohne. wreaks = (Che e729), 


tels que l’on puisse déduire des équations précédentes les valeurs de S,, 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. Sao 
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S., .. +, 'S, en fonction de T,, Ty, .-+, Th, c'est-à-dire trouver des expres- 


sions 


(19) Si PORT TSE TIR NT (k=1:3%, 0 
qui rendent identiques les deux membres des équations (18). 


Une première condition que doivent remplir les exposants mnp est 
que le déterminant 


| Met m,+..., Net Nk+..., Prepert--+ | 


formé avec la somme des exposants de S,, de S,, ... dans T,, T,, .... 
T, soit égal à +1; car son produit par le déterminant 


| Pee bete. Vet Vettes, Te Take... | 


doit être égal à l’unité; chacun d’eux est, par suite, égal à +1. 

Cette condition est suffisante dans le cas où toutes les substitu- 
tions S sont permutables entre elles, mais elle ne l’est pas dans le 
cas général; je vais montrer que les conditions nécessaires et suffi- 
santes sont que les substitutions T soient obtenues par combinaison 
et répétition des opérations suivantes : 

1° T,, T,, ..., T, sont, dans un autre ordre, identiques aux substi- 


tutions S; . 
2 T= Sis Les De Le as tees f Des 
ae ee Der lie 00: D ns Lies of 


1,12, =... Ly peuvent: étre les. transformés de S,, 55 7108" 
mais les groupes sont identiques, et il n’y a pas à tenir compte de 
cette opération. 

Je vais montrer que, si le groupe (T) est identique au groupe (S), 
on obtient T,, T,, ..., T,, en effectuant les opérations précédentes sur 
S,, So, ...,5,. Transportons les valeurs des S dans les seconds membres 
des équations (18), si 


(20) Tr S¢SP Sx... S$} 
le second membre doit se réduire à T,; comme les substitutions ne 


Sont pas permutables, cela ne peut avoir lieu que si l’on supprime 
dans le produit deux substitutions T consécutives dont le produit est 


: 
4 


a gr mt 


| Éd nb ee ee 
À aa yi mS 


SUR LES INVARIANTS FONDAMENTAUX, ETC. S.19 


égal à l'unité, et si l’on peut continuer cette suppression jusqu’à ce 
qu'il ne reste que T,. 

Si cette substitution restante ne provient pas du premier facteur S°, 
la dernière substitution S;' de ce produit S* doit avoir tous ses 
termes T détruits par des termes T inverses composant les substitu- 
tions suivantes ; on a donc une équation de la forme 


SS si 


En appliquant au groupe (S) les opérations dont nous avons parlé, 
on peut remplacer S, par S;'S?S’ — U-', en conservant S,, S,, .. 
alors U;’ a, par rapport aux substitutions T, une expression plus 
simple que S,. Si la substitution restante T, se présentait dans le pre- 
mier facteur S?, on ferait la même réduction en considérant le der- 
nier SF. 

En répétant cette réduction, on forme, à l’aide des opérations énon- 
cées, des combinaisons de substitutions S, ayant, par rapport aux 


substitutions T, les formes simples 


“3 


NL”, ee he PA Vea Tes 


mais m, n, ..., p doivent être égaux à l’unité; car, sinon le déter- 
minant des exposants des substitutions T ne serait pas égal à = 1; on 
a, par suite, 

Tic Na. AREAS se © MEN 


et la proposition est démontrée. 

M. Stouff (‘}) est arrivé à des résultats analogues en cherchant la 
transformation des polygones fuchsiens. Le résultat précédent est gé- 
néral et est obtenu par la considération seule des substitutions. 

Les opérations précédentes, effectuées sur les substitutions, condui- 
sent aux transformations suivantes des 4m — 5 invariants fondamen- 
taux : 

1° Permutation des indices 1, 2,..., 72; 


(1) Thèse Sur la transformation des fonctions fuchsiennes ; 1888, p. 68 et suivantes. 
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29 
Je =Li, — JL, 
(ain) Jes = 1,1, — 1, 


: J 23 = 1,113 — T1233 


tous les autres invariants I sont conservés; 


30 
i Js =lhy 
Jie = Toles Cas L, 
(32? Jos = Ih3, 


\ Jy23= Lis — L;, 


et tous les autres sont conservés. 

- La première transformation conserve les substitutions fondamen- 
tales. En laissant ce cas de côté, on voit que, si un système de 
4n — 5 invariants est fondamental, ils s'expriment en fonction entière 
des premiers, et réciproquement. On peut encore énoncer ce résultat 
sous la forme suivante : Si l’on cherche une transformation d’inva- 
riants fournie par les équations 


NES Trl L, ns Me D} (ees; 2, sees 4n—)5), 


où les fonctions / soient obtenues d’après les règles de calcul données 
pour les invariants, et si cette transformation est réversible rationnel- 
lement, elle est obtenue par combinaison de transformations conser- 
vant S,, Ss, .…, Sp, et des transformations (21) et (22); ces dernières 
sont entières, ainsi que les transformations inverses. 

Les 4n — 5 invariants primitifs étant reliés par les n — 2 équa- 
tions (12), ceux du nouveau système doivent satisfaire à m — 2 équa- 
tions analogues; les transformations (21) et (22) laissent invariables 
les premiers membres de ces équations, qui sont de véritables inva- 
riants. On a donc des transformations en elle-même d’une multipli- 
cité d'ordre 3n — 3 dans un espace à 4n — 5 dimensions. 

Si le groupe (S) offre certaines particularités, il en est de même du 
nouveau groupe (T); en particulier, si le premier est formé de substi- 
tutions toutes permutables entre elles ou s’il est le groupe d’une équa- 
tion différentielle réductible, le nouveau groupe jouit de la même 
propriété. On vérifie, en effet, que les opérations simples transfor- 


rey died FRS : 
x 
| 
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ment en lui-même le système des 22 — 3 équations (17) 
O,:;—0, 0,4 — 0, cs ON ie oi 
Hi. — 0, H,; — 0, CCC LP Ss 
L'opération (21) laisse invariables les premiers membres de ces 
équations; l’opération (22) les change en des combinaisons ration- 


nelles de ces premiers membres. Si l’on a, par exemple, » = 3, et si — 
l’on représente par Q le premier membre de l’équation 


Q=1,.3;—4(L,1;:+ Lh.+ Ll:— 1,1,1,;) =0; 


si, de plus, on désigne par [F] une fonction F des I, dans laquelle on 
remplace les I par les J, et les J par leurs valeurs données par la trans- 
formation (22), ona 


[Q] = OL, + ET [Ouns + Has (LE — 4) — Hal — 4) — Hs (13 — 4), 


[9125 ] = O3 + 4[QF— 4 Q?, 
[He] = His, [Hi;] = Hs, 
LE, 
a 4(212— LL) 


La —4) 
o(2l,—1l;l) 


{ H.3] = & (223 + Ll:+ bb: —Ll:+LLI;) — 0 


I, (1,1,.— 21.) +H I, (1, 1,;.— 21,) 


2(21,; — LL) total. Wyle) sa 


+ H,; 


On a ainsi des transformations en elle-même d’une multiplicité 
d'ordre n prise dans une multiplicité d’ordre 3x — 3 dans l’espace à 
4n— 5 dimensions. En particulier, dans le cas de n = 2, une permu- 
tation des variables et la transformation 


Net VS i L=xy—s 
transforment en elle-même la surface dont l’équation est 
e+ y+ s—xvys—h=o. 


6. Au problème que nous venons de résoudre se rattache la ques- 
tion plus générale suivante : Étant donné un système de 7 substitu- 
tions d’un groupe (S), Vy, Va, ..., V,, déterminer les substitutions 
fondamentales S,, Sa; «+: One 
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Nous calculerons les 4n — 5 invariants fondamentaux du groupe 
dérivé de V,, Va, …, V, en fonction des coefficients de ces substitutions ; 
nous prendrons J,, Jo, ..., Ins Jie, Jas, ..., Sia, ... comme précédem- 
ment. Tout revient alors à calculer les invariants I du groupe (S); 
nous exprimerons pour cela les J au moyen des 47 — 5 invariants fon- 
damentaux I d’apres les regles données dans les premiers paragra- 
phes, et nous résoudrons le systeme des équations algébriques ainsi 
formées : elles nous fourniront un ou plusieurs systemes de valeurs 
des inconnues I ou même une infinité si le système est indéterminé. 

Si l’on obtient une seule solution, les groupes (V) et (S) sont iden- 
tiques, et nous avons considéré ce cas. Si l’on trouve p systèmes de 
valeurs des I, il y a p groupes (S) répondant à la question; ils sont 
isomorphes entre eux et contiennent tous le groupe (V). 

Si Bon prend, par exemple, dans le cas de n = 2, 


Vi=Sis;, V.— 8,5, 
et si l’on représente par x, y, z, X, Y, Z les invariants fondamentaux 
des groupes (S)et (V), ona 


X—(x?—1)(yz—x)—x(y?— 2), 
Xi, 


ZL = (a#?—1)(y3?— xs — y) — xy?3 + xz*y+ 23; 


on en déduit 


fo ee > 


y=Z—XY+xY, 
x étant donné par l'équation du troisième degré 
xt — oY (XY —Z) + v(¥?+ Z?+ X?¥?— 2 XYZ — 3) — Y(XY—Z)+X —0, 


> + a 7. ni | re ad 4 è - 
de sorte qu'il y a trois groupes (S) répondant à la question. 


Relations entre les invariants et la représentation conforme. 


7. Nous étudions maintenant les relations qui existent entre les 
invariants et les équations différentielles. Nous considérons une équa- 
tion ayant 7 points singuliers à distance finie, le point infini étant de 
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meme nature, et ne possédant aucun point à apparence singulière ; 
nous nous proposons le problème suivant : 


Etant donnes les invariants du groupe de l'équation, reconnaître si ce 
groupe est formé de substitutions laissant invariable un cercle fondamen- 
tal de rayon un, et, en particulier, si c'est un groupe fuchsien. 


C’est le principe de la représentation conforme qui nous donnera la 
solution de la question. Les éléments d’un polygone fuchsien sont des 
invariants qui doivent s'exprimer au moyen de ceux que nous avons 
considérés jusqu’à présent; nous sommes done amené à chercher les 
relations qui existent entre ces différentes quantités. Nous en dédui- 
rons même, dans le cas où elles sont réelles, .des constructions géomé- 
triques simples remplaçant les calculs algébriques que nous avons 
donnés pour la détermination du groupe et des invariants des substi- 
tutions quelconques au moyen des invariants fondamentaux. 

Le cas le plus simple est celui de l’équation de Gauss à deux points 
singuliers. La représentation conforme a été faite au moyen des inté- 
grales de cette équation par M. Schwarz, dans son Mémoire Sur la série 
hypergéométrique (Journal de Crelle, t. 75). 

Soient A,, À, À, les différences des racines des trois équations fon- 
damentales déterminantes; le triangle ayant pour angles mA,, TA, et 
mA, est la représentation d’un demi-plan de la variable limité par l’axe 


réel, représentation faite au moyen du rapport - de deux intégrales 
2 


particulières; deux triangles symétriques ayant un côté commun for- 
ment un polygone analogue aux polygones fuchsiens. 
Les formules 
I, =— 2 cos TA, 
(4) { o,— w, =—2isinrh 


et les formules analogues donnent les invariants fondamentaux I,, I, 
et I, = 1,;, et, par suite, le groupe. Si ls, 31 2 Sont les longueurs 

ou les L des côtés opposés aux angles TA,, TA, TAs, il faut distinguer 
plusieurs cas, suivant que le triangle existe sur la sphere ou est Aan 
d’arcs orthogonaux au cercle de rayon 1. Les substitutions canoniques 
$,, So, $, sont données par les équations précédentes; la substitution 


S.24 H. VOGT. 


auxiliaire Z,, par 


Mi: = COS p42 ou My. = chpye, 

a 12 BY pale 

— = » [e 4 — ch or 
(24) ia Os cos = 12912 ane 
ats =. 9 (412 toe me D 

BieYi2 = — Sin a Biayis = sh à 


Les invariants fondamentaux I,, I,, I, doivent être réels et compris 
entre — 2et + 2; dansle premier cas, où le triangle est sphérique, la 
quantité 

Wet) hin + 
doit étre négative; dans le second cas, positive. Les substitutions du 
groupe laissent alors invariable le cercle de rayon 1, et il suffit que 
A,, Ao, À, soient les inverses de nombres entiers pour que le groupe 
soit fuchsien; enfin, si H,, est nulle, l’une des quantités A, A, + A, 
est nulle ou entière, et le triangle existe dans le plan. 

Soit A, A, A,, le triangle de Schwarz; on en déduit différents points 
affectés aux différentes substitutions du groupe, et ces substitutions 
elles-mêmes par la règle suivante : 

1° À un sommet A, et à un nombre A,, déterminé par des équations” 
analogues à (23), correspondent toutes les substitutions SZ’, m étant 
positif ou négatif, et l’on a 


Lym = (—1)"2 cos mt; 


2° L’are qui joint deux points A,, Ag définit la substitution auxi- 
liaire 2,8 et 
Mag = Mamg»—cosAgAg ou chA, Ag; 
3° Si l’on construit sur A, Ag un triangle A,AgA,g ayant pour angles 
adjacents 7A, et tAg, le sommet opposé A,g est le point représentatif 
de (SSg) ' ou de S,Ss, et 


Ing = — 2 cosTAgg, 
Wa = Das —=— 20 Sin Tags 


rhg étant angle A;4 du triangle, pris en signe contraire. 
Les trois angles A,, Ag, A,g sont supposés positifs lorsqu'on les dé- 
crit dans le sens inverse du sens ordinaire de la Trigonométrie, en 


| 
| 
: 


4 
7 
4 
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parcourant le périmètre dans le sens A, A8 A4; de la sorte, ils corres- 
pondent toujours à trois substitutions Sa Sg, (SaSg) ‘, dont le pro- 
duit dans cet ordre est égal à l’unité. 

Cette règle, qui est évidente pour le triangle primitif, se vérifie dans 
tous les cas au moyen des formules données dans le calcul des inva- 
riants. Dans le cas des triangles sphériques, les arcs se coupent tou- 
jours en des points réels, et les invariants de toutes les substitutions 


ont un module inférieur à 2; il peut ne plus en être de même dans le 


cas de la pseudosphère, mais les constructions sont toujours possibles 
cependant, car on peut construire un arc orthogonal au cercle fonda- 
mental et passant par le point de rencontre imaginaire de deux arcs 
qui ne se coupent pas. 


8. Considérons le cas général et le polygone de représentation con- 
forme : nous supposons qu’il est formé d’arcs orthogonaux au cercle 
fondamental, les raisonnements étant les mêmes lorsqu'il est tracé sur 
la sphère; nous nous limitons au cas où il est de première famille et 
de genre zéro; il a n +1 cycles correspondant aux points singuliers 
a,, a, ..., a, et au point infini que nous appellerons a,,,, et la 
somme des angles de chacun d’eux doit étre un sous-multiple de 27 
pour que le groupe soit fuchsien; cependant, pour plus de généralité, 
nous supposerons cette somme quelconque, ce qui ne change rien aux 
raisonnements. 

Comme on peut ajouter au polygone et en retrancher des parties 
congruentes, on peut le ramener a bea TOPIC), Go:28 -:0 Op. 4 Bo «+9 ,.5COU> 
sidérée par M. Poincaré dans son Mémoire sur le groupe des équations 
linéaires (Acta mathematica, t. IV). Deux des cycles sont a, et «,., 
avec les angles 277A, et 27A,,,3 les autres comprennent deux sommets : 
a, et Bo, a et Bs, ... avec les angles 2mA,, 27A;,..., 2TA,. 

L’arc diagonal «,,., décompose le polygone en deux parties : l’une 
d’elles et les n quantités À,, À:, ..., À, déterminent complètement la 
seconde, car les côtés conjugués sont congruents; je dis de plus que 
ces n quantités À et les z sommets &,, %2, ..., % suffisent pour connaitre 
le polygone tout entier. Il dépend, en elfet, de 4n — 3 paramètres, mais 
la condition que les côtés soient deux à deux congruents fournit 
n équations; la connaissance de À,, À,,..., À, en fournit n autres, de 

Ann. de U Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. S.4 


S.26 H. VOGT. 
sorte qu’il reste 22 — 3 arbitraires, ce qui est le nombre des paramètres 
déterminant le polygone a, a)... %n. | 

Nous obtenons ainsi 3x — 3 quantités pour déterminer le polygone : 
c’est le nombre des invariants fondamentaux du groupe. Nous allons 
les former explicitement au moyen des éléments du polygone. 

Les quantités À donnent d’abord les invariants I, et les substitutions 
canoniques au moyen des équations analogues à (23). Si nous traçons 
les arcs diagonaux &,4,,%,%3, +++ %, %, issus dex, et si nous désignons 
PAP yar uso ces Mans Poss ces nn les L de ces arcs etdes côtés du poly- 
gone, nous déterminons les quantités M et, par suite, les invariants | 


par les formules 
Max = chu. 

Nous obtenons ainsi les 32 — 3 invariants d’un groupe: il est vrai 
qu'ils déterminent 2“? groupes différents, et cette multiplicité des 
groupes est intimement liée. à cette remarque : les côtés d’un polygone 
et les diagonales issues d’un sommet déterminent n — 2 triangles par- 
tiels; on peut remplacer plusieurs d’entre eux par des triangles symé- 
triques et former ainsi 2“? polygones distincts de x côtés, en assem- 
blant ces triangles de toutes les manières possibles. 

Nous obtiendrons un groupe unique en considérant les angles que 
font entre eux les arcs issus de «,; nous les désignons par 95, 934, ..…, 
Ons,ns et nous les considérons comme positifs lorsqu'ils sont décrits 
dans le sens ordinaire de la Trigonométrie. Ces n — 2 angles et les 
NM — 1 ATCS His Urs, +++) Yin donnent, en désignant par A,,, le sinus du 
triangle %,%,%, pris avee un signe convenable, 


| Myx =Chpar = chpy, chpyg— shy, Sh px cos Dhs 
A AT sh Pan sh pix sin Dhks 


(25) 
l 
> LA ue, / 
| I 124 Pink =. 7 Ainks 


P’ et P” étant les racines des équations (12). 

Les équations (23), (24), (25) déterminent les substitutions cano- 
niques et les substitutions auxiliaires ©; en choisissant pour S, la 
substitution canonique s,, on a, en général, 


/ ! ’ 
Op Lk dix — x Bik Y rks (ox— Ox) Orn Brg ) 


aor ek ee ee 
S x = ad Sh, mh — ( , NN , NS R 
(ox — Ox) Ya dix De Lik ik OE PLY 


. 


~~ see ee ee 


(26) 
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, 9 ‘ . . Le = 
S. dépend d un parametre arbitraire; mais toutes les autres substi- 
tutions sont déterminées, car 


Orin Mig et aah ote she 


= ——— a +o: 
CAPI M,, di M}, = 1 sh ee (cos Oak += & Si1n Do); 


Yix dir _ Shpur 
712 O10 Cr [412 


(COS O27 — 2 Sin). 


On peut prendre, par suite, 


moche re — Ww shee, (@,— 6: 2) sh F2 ISA ER 
yes : = 
(3 — w,) sh © = ch pA, à », ch? ©? 4, sh? fe 
wx Ch? Eu @, sh? 22 fe —, (w;—0%) sh LS mu ch me LE (COS gent FSiN gan), 
Si = 
fl e no eu 


(ox — x) sh Sh 


9 Pik 
(COS ex — USiN ox), peewee 
2 


On vérifie que ces substitutions sont bien de la forme 


a 8 
(a .) 
où a, et 6, sont les quantités imaginaires conjuguées de « et 8, et où 
ax, — 65, =r: elles laissent donc invariable le cercle fondamental. 

On arriverait à des conclusions analogues dans le cas où le polygone 
est tracé sur la sphère, en remplaçant les sinus et les cosinus hyper- 
boliques par des sinus et des cosinus ordinaires. 

Les conditions nécessaires pour que le polygone existe sur la sphère, 
exprimées au moyen des invariants I, sont : 1° que les n — 2 quantités 
O3» Oigar ++» O,,n-1,n Soient positives; 2° que l’une quelconque des 
quantités H,, ou H;,x+, soit négative; 3° que les 37 — 3 invariants fon- 
damentaux soient réels et que l’un quelconque d’entre eux ait un mo- 
dule inférieur à 2. Ces conditions sont suffisantes; car, si elles sont 
remplies, tous les invariants sont compris entre — 2 et + 2, et toutes 
les quantités H sont négatives. On peut déterminer les quantités 14 et ¢ 
et construire le polygone. ‘ 

Si l’une des quantités © est nulle, les trois sommets du triangle 
correspondant sont sur un même arc de grand cercle; si elles sont toutes 
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nulles, ce qui a lieu dans le cas où les invariants déterminent un seul 


: 

groupe, tous les points #,, œ,,..., % sont Sur un même arc. 
Pour que le polygone existe sur la pseudo-sphère, il est nécessaire : | 

1° que les invariants fondamentaux soient réels et que les m+ 1 in- | 
variants I,, L,,..., [,,, Soient compris entre — 2 et + 2; 2° que les , | 
n —1 quantités O05, Oigss «++ Oin-inr O, ,n+1 Solent positives; 3° que | 
Pune quelconque des quantités H soit positive; les conditions préce- | 


dentes indiquent que toutes le sont alors. 

Si l’on joint à ces conditions d’inégalité les relations exprimant | 
que Ay, Avy +++» Ans Anes Sont les inverses de nombres entiers, on ob- 
tient les conditions nécessaires pour que le groupe soit fuchsien. 

Si toutes les quantités @ et H sont nulles et si les quantités À sont 
réelles, on a vu que l’équation est réductible; le polygone existe alors 
dans le plan. Je dis que les conditions nécessaires que l’on vient de 
donner pour l’existence d’un polygone fuchsien sont aussi suffisantes. 

En effet, un groupe de trois invariants, tels que I,, I,, 1,,, permet de 

construire un triangle &,%,%,, analogue au triangle de Schwarz; le 

sommet «,, peut être imaginaire, si I,, a un module supérieur à 2; 
mais les autres sommets sont toujours réels; construisons de méme 
les triangles 7,05 %5, OL, 0, Luis ..-, de la même manière: les côtés 
Oy, La Lys ... SONT ÉGAUX a yo, Luis, -.-. A l’un des 2”-? groupes dé- 
finis par les 32 — 3 invariants fondamentaux correspond un seul 
système d’angles 9,, déterminés par les équations (25); ces angles 
sont réels, car les quantités © sont positives, et ils permettent de con- 
struire le polygone a, a... .%,. 

Ses sommets, et les sommets réels ou imaginaires %,,, a5, ... des 
triangles auxiliaires définissent un groupe; ses substitutions sont 
données par les équations (26), mais on les obtient aussi au moyen 
de constructions géométriques; la regle donnée au numéro précédent 
pour la construction des points relatifs à toutes les substitutions du 
groupe et des invariants de ces substitutions subsiste sans exception, 
comme on le vérifie facilement; quelques-uns de ces points peuvent 
être imaginaires, mais le point ,,, représentatifde S, S,... S, est réel, 
car A,,, est réel, et @, n+, est positif. 

Ainsi done, un système de 32 — 3 invariants étant donné indépen- 
damment de toute équation différentielle, et satisfaisant aux condi- 
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tions énoncées plus haut, fournit un polygone a,a,...4%,, ou plutôt 
un système de an polygones formés des mêmes triangles partiels: 
considérons celui pour lequel tous les angles o sont de même signe; 
on en déduit un sommet An+1, puis des sommets B,, B,, ..., 8, ai tes 
al OS a ite ieee avec lui un We égal à ath, et 
g uchsien, et il lui correspond une équa- 
tion fuchsienne que l’on peut former, équation qui fournit la repré- 
-Senfation conforme sur le polygone construit. Nous avons ainsi 
reconnu sur les invariants si le groupe est fuchsien, et de plus con- 
struit géométriquement le polygone fuchsien correspondant. 
Nous verrons dans la deuxième Partie comment on calcule les 
Invariants fondamentaux au moyen des coefficients d’une équation 
différentielle donnée; en la prenant sous la forme 


CRE = = +... > + Les 
(t— a)?  (x—a;)! (T— dan) æ —a; Der L— y 


dry A, AG ue B, B, B, 


on doit avoir 

B,+ B,+...+ B,=0, 
et l’on peut choisira, — o eta, =1. Cherchons les conditions pour que 
Péquation soit fuchsienne ; A,, À,,..., Ans Ans: doivent être les inverses 
de nombres entiers, et A,, A,, ..., A,, et B,a, + Bua, +... + B,a, 
sont donnés par 


hi —1 


Ba; + Bia, +...+B,a, — £ 


Il existe 272 — 4 autres invariants; en écrivant qu’ils sont réels, on ob- 
tient 272 — 4 équations réelles entre les coefficients B et les points sin- 
guliersa,, a,, ..., @,; en particulier, si ces derniers sont donnés, ona 
autant d'équations que de paramètres réels dans les coefficients B, et 
l’on sait que ces équations ont toujours une seule solution. I faut de 
plus que les inégalités dont on a parlé soient vérifiées. 


9. Lorsque l’on considère les invariants du groupe d'une équation 
différentielle, il est nécessaire de donner non seulement leur valeur, 
mais encore leur signification géométrique, ou plutôt les chemins 
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relatifs aux substitutions auxiliaires © qui relient les systèmes canoni- 
ques appartenant aux différents points singuliers; cette remarque n’a 
pas d'importance dans le cas de n = 2, car les chemins se ramènent 
tous aux trois segments — 2, 0, 1, + de l'axe réel, mais il n’en est 
plus de même dans le cas général. 

Après avoir fait des hypothèses particulières et déterminé le groupe 
d'une équation différentielle E au moyen d’invariants [,.on peut se 
demander ce qu’il advient lorsque l’on change les chemins auxiliaires, 
tout en conservant aux invariants leurs valeurs primitives. 

Soient S,, S,,..., S, les substitutions que subit un système d’inté- 
grales relatif au point a, lorsque la variable tourne autour de ce point 
ou décrit les lacets a,a,, @,ma 3, ..., a,a,; Supposons maintenant 


Fig. 1. 


que X,, se rapporte à a, ra, au lieu de a,ma, et que les autres lacets 
soient conservés ; le groupe (S) se rapporte alors à une équation diffé- 
renticlle E’ différente de la première, quoique ayant les mêmes points 
singuliers; relativement au système primitif de lacets a, a,, a,ma,, les 
équations E et E’ ont des groupes différents (S) et (S’) tels que 


on voit que le groupe (S’) se déduit de (S) en lui appliquant les opé- 
rations du n° 5; les deux groupes sont formés de substitutions iden- 
tiques, mais notées différemment. On arrive aux mêmes conclusions 
en changeant d’une manière quelconque les chemins auxiliaires. 

Il est plus important de déterminer quel changement il faut faire 
subir aux invariants I, et quels invariants J,, J,, ... il faut employer 
pour que l’équation E’, dont le groupe (T) se déduit des J lorsqu’on les 
rapporte aux nouveaux lacets a, a2, a,na;, ..., ne soit pas distincte de 
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l'équation E, et pour que la substitution T,, relative à a,na, qu’on 
déduit de J,,, conduise au même système d’intégrales pour le point As 
que la substitution S, relative à a@,ma,; le raisonnement précédent 
nous fournit la solution; les nouveaux invariants J sont identiques aux |, 
sauf J,,, Jos, J5., J,,, et J,,, qui sont les invariants des substitutions 


5,8,5385', $28,8;', By83867 Oy, Site bere er S,Ss5306° oh, 


et que l’on exprime au moyen des I par des formules connues. 

Comme on applique les opérations du n° 5, les J forment un nouveau 
système d’invariants fondamentaux. 

Dans le cas où les invariants satisfont aux conditions d’existence 
d’un polygone fuchsien, les côtés et les diagonales de ce polygone 
correspondent à un système de coupures tracées dans le plan de la 
variable, et les triangles ainsi formés dans les deux plans sont la 
représentation conforme les uns des autres; un changement des 
coupures joignant les points singuliers donne une transformation 
simple du polygone fuchsien auquel on ajoute ou retranche certaines 
parties congruentes. Cela nous indique que les invariants J sont, 
comme les I, réels et satisfont aux inégalités nécessaires pour l’exis- 
tence d’un polygone; nous arrivons à cette conclusion que les opéra- 
tions du n° 5, appliquées comme nous venons-de le faire, conservent 
le signe des quantités © et H; tout point dont les coordonnées sont les 
invariants dans un espace à 4m — 5 dimensions, et situé à l’intérieur de 
la variété limitée par les équations 0 = o, H= o est transformé en un 
point situé également à l’intérieur de-cette variété; nous avons déjà vu 
que les points de la variété limite définie par 0 = 0, H = o sonttrans- 
formés en d’autres points de cette méme limite. 

Nous verrons plus loin à quoi tiennent les différences des valeurs 
des invariants du groupe d’une équation donnée, lorsqu’on change le 
système des lacets; c’est à la présence de fonctions multiformes dans 
leur expression. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


ETUDE DES FONCTIONS A. 


) 


10. Je vais exprimer l’invariant d’une substitution quelconque et, 
en particulier, les invariants fondamentaux au moyen des paramètres 
A et B de l'équation différentielle mise sous la forme 

ay US A; A; A, B, B, : 


(1) de (2 ayo (e@&— a.) fis He (er —a,) time, Oe ay 


M. Poincaré a montré que l'intégrale générale est une fonction uni- 
forme de ces paramètres, développable en une série de la forme 


(2) Y= Soo. (©) + fro..(æ) Ait. + fist At Al... BABS... 


Les fonctions f s’obtiennent par quadrature; car 


d? 
ne =o) 
ant Te 
a f I 
dat lie (rap le. 
et, en général, 
Ur 2 é isp eee : 
a. —~ (a@—ar) 7 1)? Je Pa fe, Re »? Jr pe hss Gi, I hehe or 


les quadratures successives conduisent aux fonctions A, définies par 
les équations 
* dz 


Æ — 4; 


AL Su = 


2 


> 


bs 
dx 
À (rm di) = if AGP rt > 
Aes x—a 


et l’on voit de suite que toute fonction J est une fonction linéaire 
d'expressions A, avec des coefficients fonctions entières de æ, de la 


ee dt NT er mé dures art 


L 


WM 
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(3) S = 80(@) + 81(%) A+ g2(v) Art. 


Ces fonctions A ne sont pas uniformes; je vais montrer que, si la 
variable décrit un contour fermé, une fonction A renfermant # points 
singuliers reprend sa valeur primitive, augmentée de fonctions analo- 
gues renfermant au plus # — 1 points singuliers. 

Je considère, pour fixer les idées, la fonction 


A(2, Los A1, Ao, as); 
rs 


elle satisfait à l'équation différentielle linéaire du troisième ordre et à 
second membre 


1 I 


(e) 
L— aA; 


7 — I I 
(x — a3)? (% — G3) (4H — a2) 
ee I > — 2 I 
(t—@)(x—a)(r—as) (x —a) (@—a;)?(@—a,) (x — a) (x — a) 


dont l'intégrale générale s’obtient en ajoutant à l'intégrale particu- 


liere, qui est la fonction considérée, l'intégrale générale de l’équation 
sans second membre, c’est-à-dire 


C,+ C, A(x, Lo, a3) + C3 A(z, Xo, a2, a3). 


On verrait de même que les valeurs de A(a, %, @,, dy, ..., a) diffe- 
rent d’une somme de fonctions A, obtenues en supprimant successive- 
ment les points a,, a, ..., ax dans la fonction primitive, et sont, en 
général, 


A=A(z, Los A, Aq, +. ax) 
+ CG A( 2, Lo, Gey +++) Ae) Fee + Cy A(%, Do; Gy) + Cy. 


(4) 


Pour déterminer les constantes, faisons v=, dans les deux membres 
et leurs # — 1 premières dérivées, on obtient 


Ci = A(a@, Los Ay Ary + + +5 As Dy ees 
C= A(z, Hoy jy Has.) Ak-1)x=2x0 
lo ele eiolel te erare retenue) a) ave té K 

C, == (a, Los &)x=x,) 
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æ reprenant la valeur æ, après avoir décrit le contour, puis suivi en 
sens inverse le chemin primitif d'intégration æ,.... 

Si l’on connait la valeur des seconds membres pour deux contours C 
et C’, l'équation (4) et d’autres analogues fourniront leur valeur pour le 
contour C+ C/; il suffit done d’avoir leur valeur pour des contours 
simples pour en déduire celle qu’ils acquièrent pour des contours 
quelconques. 

Je vais me servir de cette proposition pour démontrer que le déve- 
loppement (2) n’est possible que d’une seule manière ou que le déve- 
loppement (3) d’un coefficient f est unique. Cela revient à montrer 
qu’il ne peut exister entre des fonctions A distinctes aucune relation 
de la forme 


(5) | So(L) + g1(T) Ai + go +... ENR =, 


OÙ ori. +++» gr Sont des fonctions uniformes quelconques. 

Supposons d’abord que chacune des fonctions À ne dépende que 
d’un point singulier, A, de a, par exemple. Si la variable décrit un 
contour autour du seul point a,, toutes les fonctions A reprennent la 
même valeur, à l'exception de A, qui s’augmente de 277; comme la 
relation subsiste, on doit avoir 


21% 21(x2) =0, 


et g,(æ) doit être identiquement nulle. Il en est de même des autres. 
Supposons maintenant que le théorème soit exact lorsque les fonc- 
tions A renferment au plus 4 — 1 points singuliers, je vais montrer 
qu'il est vrai lorsqu'elles en renferment #. , 
Je sépare les fonctions À renfermant & points singuliers en groupes 
FASO AE TS has invade hea Coe DRE 


les fonctions de chaque groupe ne différant que par le premier point, 
que je désignerai par 


ad; . igh | r à Aa 
PB TES CE A IC PNR ET OL OT 


suivant qu'il appartient à l’une ou l’autre des fonctions. 

Lorsque x décrit un contour fermé C, le premier membre de l’équa- 
. F a : 
tion (5) s’augmente d’une somme de fonctions A renfermant au plus 
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& — 1 points singuliers, et cette somme doit être identiquement nulle. 
Il en résulte, d’après l'hypothèse, une série d'équations 


Ggi(x) + Cgi(x) s+. Cx 2a (2) = 0; 


Ci, Cy, ..., C, sont respectivement égales aux valeurs que prennent 
(A, Ga), ALL, ay. 4) NAD, Loy hy.) 


lorsque x reprend la valeur x, après avoir décrit le contour C. En choi- 
sissant convenablement ce contour, on peut faire en sorte que toutes 
les constantes C,, C,, ..., C, soient nulles, à l’exception d’une seule 
qui est égale à 277; la fonction g qui a même indice doit être identi- 
quement nulle. On verrait de même que toutes les fonctions g doivent 
être nulles, et le théorème est démontré. 


11. Il existe des fonctions A ou des sommes de ces fonctions qui 
jouissent de propriétés analogues au logarithme et que je me propose 
d'étudier, parce qu’elles seront utiles dans la suite. 

Je désignerai, pour simplifier, par A(x,æ,, a*) une fonction ren- 
fermant Æ points singuliers identiques à a, et, en général, par 
A(x,x,, d,,a,,...)une fonction dont les # premiers points sont iden- 
tiques à a,, les / suivants à dg, etc. 

Je considère la fonction A(x,x,, a’) et je suppose que la variable, 
en partant de x,, décrive, dans le sens direct, autour de a,, un cercle 
de rayon p; si 7, =a,+pe™, ona 


6 
A(w, 25, a,)= f di9=i(9— 6), 
6 


i) : Z 

GO 
Ale, a, at) = f (Gnd: Wales oo ue 
6 


0 


2 
et, en général, 
(6) A(2, Lo, A) = 


Rat é 2iT)* 
Lorsque @ prend la valeur 9, + 27, la fonction A devient Satay ay et 
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si 0 prend la valeur 0,+ 2n7, la fonction devient 


(2ntn)* 
Geo Soa 


Je considère maintenant une fonction renfermant Æ points singu- 
liers, dont &, égaux à a,, ky égaux à ay, ..., k, à a, et toutes les. fonc- 
tions obtenues en faisant sur ces # points singuliers toutes les permu- 
tations possibles, en nombre 


k! 
ALAN AR 


Je dis que la somme de toutes ces fonctions X A(x,x,, a, aï, ...) 
prend une valeur constante, indépendante de x, et des points singuliers, 
lorsque x reprend la valeur x, après avoir décrit un contour quelconque. 

Cette somme, pour une valeur quelconque de x, est une fonction de x 
et de a,, a, ..., a,: je la considère comme fonction de x et de a, ; 
x étant dans le voisinage du point x, et a, d’un point a°, elle est déve- 
loppable suivant les puissances croissantes de a, — a’, pourvu que le 
module de cette quantité soit suffisamment petit et que x reste dans le 
domaine du point x,. On peut continuer cette fonction lorsque x sort | 
de ce domaine et décrit un chemin quelconque. | 

Les dérivées, par rapport à a,, des différentes fonctions se calculent 4 
d’après la formule suivante : 


| Ô : . , | 
Ja; À Sos Thy apy +5 dj a, af, ..., a, a’) | 
1 


I I 
= 7 À—1 Wl 
=(-4, tae) Ar 2e à RON TE 


à I 
De see NG rer GA alt NS) Nes eu 
Gn a ( ca ean Mee co: TS | ) Qy M 3e dis ac) 


J I 
= I 
re A(..., a, a1, a? HE ae ond 
(= ay ay EE x) ( ? q» Xi ps Real Gr — 04 AC di, a) Sec) 


J 
| ey Mose o—1 ph" I I ; 
| Fr ek à) — ( cor be JAC. af ai), 


a,— as L—aAy 


La dérivée de la somme est formée de fonctions Arenfermant # —1 points 


Vr == 
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singuliers; elle se réduit a 


I I 
——————— D Ki aks 
(i 7) TAG 20 a re) 


la somme s'étendant à toutes les permutations des & — 1 points singu- 
liers. 

On peut former les dérivées successives de la somme par rapport 
à a,, y faire a, — a! et écrire le développement suivant les puis- 
sances de a, — a}. ie 

Pour continuer la fonction de x au dela du domaine du point ay, il 
suffit de continuer les coefficients du développement suivant les puis- 
sances de a, — a}; lorsque x, après avoir décrit un certain contour, 
reprend la valeur x,, tous ces coefficients s’annulent, excepté le terme 
tout connu; la somme prend done une valeur indépendante de a,; on 
verrait de méme qu’elle acquiert une valeur indépendante des autres 
points singuliers. 

Pour avoir cette valeur, je distinguerai deux cas : 

1° æ, partant de x,, décrit un contour simple entourant tous les 
points singuliers qui entrent dans les fonctions A, c’est-à-dire un 
contour équivalent à un lacet autour de l'infini; on peut alors sup- 


poser que les points singuliers occupent des positions quelconques, 


et se rapprochent indéfiniment de l’un d’eux a,; chaque partie de la 
somme devient A(æx,x,, a“), et lorsque 2 reprend la valeur æ,, la 
somme acquiert la valeur 


/ 


(27m) 


2° æ décrit un contour simple entourant un ou plusieurs des points 
singuliers, mais en laissant d’autres à son extérieur; on peut sup- 
poser les premiers réunis en un seul et les seconds rejetés à l'infini : 
les éléments d'intégration relatifs à ces points singuliers sont alors 
nuls, et la somme est nulle lorsque x reprend la valeur xy. 

En particulier, la somme A(x,æ,, a, @&)—+ A(x, x, @&, a) prend 
la valeur o ou — 47° suivant que æ reprend la valeur x, après avoir 
décrit un contour simple entourant un point ou les deux points a,, ay. 

Comme au paragraphe précédent, on peut, en partant de contours 
simples, calculer la valeur que prend une somme de fonctions A 
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lorsque a reprend la valeur x, après avoir décrit un contour quel- 
conque; c’est une fonction de 277. 


12. Une somme de fonctions À ne contenant que deux points singu- 
liers 
A(a, 2, ai, ats, ah, ...) + A(@, Bo, At, AF - 0+, Mi) ae os 
étendue a toutes les permutations circulaires des lettres qu y entrent, 
prend une valeur constante, indépendante de x,, a, et Ay, lorsque x re- 
prend la valeur x, après avoir décrit un contour quelconque. 


En répétant le raisonnement du paragraphe précédent, on trouve 
que les dérivées de cette somme, prises par rapport à a, ou à a,, s’an- 
nulent identiquement lorsque x reprend la valeur x,; la somme ac- 
quiert une valeur constante; elle est nulle si a décrit un contour 
simple autour de l’un des deux points; elle est égale à 

(2in)* 
k! 


si a décrit un contour simple autour de deux points, # étant la somme 
des exposants des points singuliers, et x le nombre des fonctions. 
Ainsi 
A(X, Los Gy, Ag, Ay, Az) + AT, Lo, Gas Ay, A, Ay) 
(ain)! 
A} 
point ou de deux points. 


devient o ou 2 


suivant que x décrit un contour autour d’un 


Une somme de fonctions A renfermant un nombre quelconque de 
points singuliers et étendue à toutes les permutations circulaires des lettres 
prend une valeur indépendante de x, lorsque x reprend la valeur x, apres 
avoir décrit un contour quelconque. 


Soit Æ la somme des exposants, je suppose que le théorème soit vrai 
lorsque cette somme est égale à & — 1; la dérivée de la somme des 
fonctions, prise par rapport à a,, devient, pour x=x,, une somme de 
termes de la forme 

I 


a,— de 


Ss Sh > om a k, 
= A(a » Los a} as, we = ares 


les fonctions A ne renfermant que Æ — 1 points singuliers, et les 


J 
a 
= 
7 

| 
2 
; 
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sommes étant étendues aux permutations circulaires; ces sommes 
étant indépendantes de x,, il en est de même de la somme des fone- 
tions considérées. 

En prenant la dérivée de ces sommes qui renferment # — 1 points 
singuliers, on peut, après plusieurs dérivations analogues, faire dis- 
paraître l’un des points singuliers dans les fonctions À qui composent 
les dérivées; on est finalement ramené à des sommes renfermant 


‘deux points singuliers; le théorème étant vrai pour ces sommes, il est 


vrai dans tous les cas. 

Le calcul précédent montre qu’une somme de fonctions A étendue 
aux permutations circulaires prend, pour « = x,, une valeur que l’on 
peut calculer par des quadratures successives effectuées par rapport 
à 4,, @,, 43, ... Considérons, par exemple, la somme 


S=A(q, az, a3) + A( as, as, a) + A(as, a, as), 


æ et x, étant omis, pour montrer que l’on fait x = x,; nous avons 


Ba 
09 I iy I = I hoe I J 
= 23 AT sels 
Ai — a, es Gy as Gy — as 


Eos Lu 442 représentant A(a,, a;) + A(a;, a ) et les sommes ana- 
logues ; par suite, en intégrant par rapport à a,, 
a a 


9 A — d3 
Se Slog 1 — + 2,, log ———— + 24a lo 
Bb = à 31 Sa, ay 12 108 


d3— di 


| : 
+ Ci 223+ Co Lai + Cs Lio, 


A3 — Ay 


C,, C,, C, étant des constantes indépendantes de a,, a,, a,, et dont la 
présence tient à la multiplicité des déterminations des logarithmes. 

Pour évaluer les fonctions A qui composent la somme S, nous suppo- 
sons que le contour décrit par la variable se compose de lacets formés 
de droites partant du point x, et de petits cercles entourant les points 
singuliers. Nous convenons de plus de prendre pour valeur de 


loo celle qui se réduit & zéro lorsque a, vient se confondre 
mr Rt . : 
avec a; apres avoir aor la droite a,x, puis la droite x,4,; nous 
prenons d’une maniere analogue les deux autres logarithmes. 

En faisant ces conventions, les constantes C,, C,, C, sont nulles. En 
effet, si a décrit les lacets entourant a, et a,, Xs, et ES sont Muls 2e: 
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est égal à — 4, de sorte que 
| A — A, 2 
= — 4n?( log ——— + C }. 
: 4 ( DE a3 ) 
Si, de plus, a, vient se confondre avec a;, en suivant le chemin 


A,X, 43, S devient 
Aa, a3) + A(aë, a) + A( a2, Q, A) 


et a une valeur nulle, car le contour n’entoure que l’un des points; 
comme le logarithme devient nul, on doit avoir C, = o. On verrait de 
même que C, et C; sont nuls. 

La fonction S que nous venons de déterminer jouit de propriétés 
remarquables; elle dépend de la nature du contour, de l’origine et des 
points singuliers &,, dy, Gs. 

1° L'origine +, étant un point fixe déterminé et les logarithmes 
étant pris comme nous l’avons dit, on obtiendra la valeur de S relative 
à un contour quelconque en remplaçant X,,, X,,, Z,, par les valeurs 
qu’acquierent ces fonctions après que æ a décrit le contour; nous 
les supposons connues; ce sont des fonctions de azz. 


2° S est une fonction de x, bien que x, ne figure pas explicitement 
dans son expression; à ce point de vue, c’est une fonction présentant 
des coupures, comme celles qu'a considérées M. Hermite ('), et ces 
coupures sont les prolongements des côtés du triangle obtenu en joi- 
gnant les points a,, a,, a, (fig. 2) : cela tient à ce que l’ordre de suc- 


(1) Cours rédigé par M. Andoyer, XV°et XVI° Leçon. 


it. 
L 
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cession des lacets (a,), (a), (a,) change lorsque x, traverse une de 
ces coupures. 


Si Sy, Sy, Se Sp sont les valeurs de S aux points A, B, C, D, ona 


Sp == Sa 2 LT Dons 
Sc Se DUT 1 


Sp = Sa 21m dy. 


Si le point A est tel que les lacets pris dans l’ordre (a,), (a,), (a; ) 
ne donnent plus le lacet de l'infini, il faut changer le signe de 217. 

3°S est une fonction de a,, a,, a;; en supposant que ay, a, et x, 
restent fixes, c’est une fonction de a, qui admet a, et a, comme points 
singuliers, et qui possède, de plus, comme coupures, les droites joi- 
gnant æ, aux points a, et a, et les prolongements de ces droites 


(fig. 3). 


Fi 


Xp 


Si le point a, se déplace et traverse ces coupures; s’il passe, par 
exemple, de m au point m’ infiniment rapproché de m, mais situé de 
l’autre côté de x,a,, S éprouve le même changement que si a,, a, et 
a, restent fixes, et x, traverse la coupure aboutissant au point a, dans 

la figure précédente. On a, par suite, 


Sit D 2 iT Las, 
Sy = Sn + 227 213 


Sp’ = Sp + DLT Dino 


Ces formules donnent la variation de S lorsque a, revient a sa position 
premiere apres avoir décrit un contour quelconque. | | 
Les développements qui précèdent permettent d’énoncer les résul- 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VI. S .6 
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tats obtenus dans le cas général. Si l’on a calculé les sommes de fonc- 
tions A étendues aux permutations circulaires des lettres, lorsque la 
somme des exposants est égale à & —1, on peut en déduire, par qua- 
dratures, les sommes analogues dans lesquelles la somme des expo- 
sants est égale à 4; on aura, en général, 

DAL i. ees y ns > {Gs — ae )s AC. ah ai an, 
les sommes de fonctions A étant étendues aux permutations circulaires 
et les intégrales qui composent le second membre étant obtenues en 
prenant pour a, tous les points singuliers dans l’ordre où ils se présen- 
tent. De la sorte, une somme de fonctions A s’exprimera au moyen des 
sommes d’intégrales A portant sur deux points singuliers, multipliées 
par des intégrales multiples analogues aux fonctions A, mais où la va- 
riable est l’un ou l’autre des points singuliers a,, a, .... 

Les prolongements des droites joignant entre eux les points singu- 
liers deux à deux sont des coupures pour la somme considérée comme 
fonction de x,; cette fonction reste constante tant que x, ne traverse 
pas les coupures, sinon elle s’augmente d’une somme d’intégrales ana-. 
logues à celles dont elle est composée, le nombre des quadratures étant 
diminué d’une ou de plusieurs unités. De même, la somme considérée 
comme fonction de l’un des points singuliers a, a pour coupures les 
droites qui joignent +, aux autres points singuliers. 


Calcul des invariants. 


13. Je passe maintenant à la détermination des invariants. Si l’on 
considère deux intégrales particulières y, et y, développées autour 
du point æ, d’après la méthode donnée précédemment, on peut chercher 
ce qu’elles deviennent lorsque x a décrit un contour fermé; leurs nou- 
velles valeurs, ainsi que celles de leurs dérivées, serviront à calculer 
les coefficients de la substitution. 

Ce calcul s'effectue simplement si l’on choisit deux intégrales parti- 
culièrement simples. J'appellerai ¢, l'intégrale qui, pour «=a, est 
égale à l'unité et dont la dérivée est nulle, et», l'intégrale qui est nulle 
pour «= x, et dont la dérivée se réduit à l’unité. 


2 
4 
4 S 
1 


“ee 
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Soient 
U = Q Fi + Br, 


Ua Vi + OP, 


ce que deviennent ces intégrales lorsque a a décrit un certain contour. 
Si l'on fait a=, dans les deux membres de ces équations et dans 
leurs dérivées, on a, pour l’invariant de la substitution, 


& + 0 = (ty )o + (us )o- 


En développant Vintégrale ¢, suivant les puissances croissantes des 
paramètres A et B, on devra prendre pour terme indépendant l’unité; 
les autres se calculeront d’après la méthode du n° 10, et l’on aura, en 
général, 


x we we x 
D. We dx 
te [ dx [ sf dx [ ” 2 rae eh 
Uy, bay 005 ln x x (x EE a,) Lo 2 (æ = = Ay) 


dans la suite des intégrations successives se présentent #, fois (x —a,)?, 
k, fois (x — a,)?, ..., ¢, fois æ — a,, ..., l, fois æ —a,, et la somme X 
est étendue à toutes les permutations possibles de ces quantités dans 
l'intégrale multiple. 


Pour la seconde intégrale #,, on doit prendre el dx, et les 


Lo 
autres s’en déduisent par quadratures; comme on n’a besoin que des 
coefficients de la dérivée de la seconde intégrale, j'écrirai 


we ae oa x 

; dx 2 dr 7 
DR te > RS x Ppa ae ee az, 
i M aa dee Ce Ts, eee) ‘ 


eo] <0) 


la somme ayant la même signification que précédemment. Finalement, 
le coefficient de A‘ A... Bi dans l’invariant sera 
k ke | Bln = ee ep OVA fee: ay 
faAyas x | [fe fu Ther ne ] = 
x reprenant la valeur 2, apres avoir décrit le contour donné. 
Nous avons vu que les coefficients f se mettent sous la forme (3) 


où les g sont des fonctions entières; les coefficients 9 se mettront sous 
la même forme où les g pourront être des fonctions rationnelles ayant 


à 
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pour infinis a,, a,, ..., @. Il en résulte que chaque coefficient du dé- 
veloppement de l’invariant sera de la forme 


= Gay) A(x, Gr. An)» 


ou les G sont des fonctions rationnelles. 

Avant d’entrer dans le détail du calcul, je vais donner quelques pro- 
priétés générales des invariants et des coefficients qui entrent dans leur 
développement. 

Ils sont indépendants du point +,, origine du contour. Si l’on choisit, 
en effet, un autre point æ,, et sim, et æ, sont deux intégrales déter- 
minées dans le domaine de x,, comme ¢, et v, le sont dans celui dex,, 
les substitutions subies par w, et w, sont des transformées de celles 
qui sont subies par ¢, et #, et ont mêmes invariants; 2, ne doit done 
pas entrer dans leur expression. 

Si l’on effectue sur la variable une substitution 


x= oË + B, 


les intégrales qui servent alors pour le calcul des invariants sont y, = ¢, 


J 
QUES 325 comme ona 


a+ ci EE de 
dé Je, sie dx amet; 


les invariants ne sont pas altérés par cette substitution. L’équation à 
laquelle satisfont n, et n, étant 


an Ay Ay B,2 
7 ta —~—p— +... + — +... |: 
CE EE) *pl ase tp 
à x : g ) we 
il en résulte que les invariants ne sont pas altérés par la transformation 
| An, An; 
(8) Ba, Bra; 
an— 
hy : is 
a 


\ 


On en conclut d’abord qu'ils ne sont fonctions que des seules diffé- 
ENCES di — Ay, Ai — 3, &— aj, ...; de plus, que les coefficients 


\ 


ET Ne UT 


Se ed: 


. 
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des puissances des paramètres A ou des produits de ces puissances 
sont des fonctions homogènes et de degré zéro des points singuliers a,, 
Ay, ..., Ay, et enfin que le coefficient d’un terme où la somme des expo- 
sants des parametres B est égale à m est une fonction homogène et de 
degré m des points singuliers. 

On pourrait déterminer par un seul calcul tous les coefficients des 
termes où la somme des exposants est égale à p. Considérons p points 


singuliers distincts et l'expression suivante, où l’on fait x = x, après 


un contour donné, 


MA x x dx ca Ca dx 4 dx 
[at an = Sf ax [ | de f > B— Op 
~ dr « * _dæ < 
ref. 


les sommes & étant étendues aux p! permutations des p points «,, 
@», ..., %». On aura, si la somme des exposants & est égale à g£p, 


IN kn Bhi Tee z 91 
D am de. oo Lt) 


en faisant ensuite dans le second membre les #, premiers points «, 
égaux à a,, les £, suivants égaux à a, .... 


14. Je vais calculer les invariants des substitutions que l’on obtient 
lorsque æ décrit un contour entourant un seul point singulier a,; on 
peut, en appliquant la transformation (8) du numéro précédent, choi- 
sir & et 5 de telle sorte que 


a; — B 


er 
Ga 
et donner à « un module aussi petit que l’on veut; de la sorte &;, 
4 * 2 Q \ 9° a . 
a,,..., a, Sont remplacés par des points s’éloignant a l'infini, et 
ere A ? + 1G 
B,B,...B, par des quantités tendant vers zéro ; en d’autres termes, les 
invariants cherchés sont les mêmes pour l’équation donnée et pour 
l’équation plus simple 
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Le calcul donne 


VAY =, fA; lo, [At] =2A( ar); me 


PAR = [nee Aas) + [CE St A (ar) + 


jad Mas. ae 

eee toy eet lh DEES Aabt) 42. 
+ [ent CITE Sa En 
(2tn)* 


On obtiendra l'invariant I, en remplacant A(a{) par pr eten 


général I, en remplaçant A(a*) par es 


Le résultat obtenu concorde bien avec celui que l’on déduit de la 
considération de l'équation fondamentale déterminante relative à a, ; 


cette équation est 
r°—r—A,;—=0, 


ci 
I, = e2™" + ein — — 9 cos V1 + Gay 


T? T* ‘ 
—=— 2 ta (LR aA per oy gaa) 2 . 
2! 4! 
Ce développement ordonné suivant les puissances de A, est iden- 


tique à celui que nous avons obtenu, comme cela résulte des identités 
suivantes, faciles à démontrer, 


2—=—92Cosx——2|1 Len ce ne 
= t= — 2 Sedu aioe thee 5 
[- Tr? 2 T* Ss T° 
o=—8|/—=+-;,-—...+(—1)8- — 
ea et ed 
et, en général, 
r?#+2 


Trek 
A*]=—.2.4% |‘ as. ee 
[Ar] AAC T =a + zy" A En ee 


PV LA Smet ML Cab Li ous ‘4 


ate (oe a 
( 149 {Se À Jos] 


15. Je considère maintenant Vinvariant d’une substitution quel- 
conque; un coefficient du développement suivant les puissances des 
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paramètres A et B est une fonction linéaire des fonctions A, les coef- 
ficients étant des fonctions rationnelles de x, et des points singuliers 
HU ee Un 

Je vais d’abord montrer qu’on ne peut le mettre sous cette forme 
que d’une seule manière; autrement dit, il n'existe entre des fonc- 
tions A où l’on a donné à x la valeur 2, après lui avoir fait décrire un 


contour quelconque, aucune relation de la forme 


Ba (To, is Gy, JG, ay, ...) FRA PEN, =O. 
En effet, la fonction de + qui donne naissance au premier membre, 
211% Œjs +. -.)A(æ, Toy Uy, Ans +. + 8: Dore + grAn 


reprendrait la valeur zéro lorsqu'on donnerait à x la valeur a, apres 
Jui avoir fait décrire un contour quelconque; ce serait une fonction 
uniforme de æ, ce que nous avons reconnu être impossible. 

Cela posé, soit C un coefficient du développement de l’invariant 
suivant les puissances des A et des B; c’est une somme de fonctions A 
affectées de coefficients g; je vais démontrer le théorème suivant : 


Les coefficients g sont indépendants de x, ; les fonctions A se partagent 
en groupes, chacun d’eux contenant toutes les fonctions À qui se dédui- 
sent de la première par permutation circulaire des lettres; de plus, toutes 
les fonctions d'un groupe sont affectées du méme coefficient g. 


Soit & la somme des exposants des points singuliers dans les fonc- 
tions A où elle est la plus élevée; A,, Ay,..., A, un groupe de fonc- 
tions À renfermant # points singuliers, et se déduisant de la première 
par permutation circulaire des lettres, A4,,, A2, ..., Ag les autres 
fonctions À renfermant # points singuliers, et partagées également en 
groupes; soient enfin Ag,,, Ages» +. celles qui renferment au plus 
k — x points singuliers. On aura, par exemple, 


LE U. Sue os 
C= 21 (Lov cut Ne Bia, ae D En BIA, (Ze, A", dre. 47, Gi) 
EN 0 NEE CS dis +++) Ag (Zo) AY, Aj, ++) +... 


geAg + S641 (Lo 4 ++) Agar (Lo, Dray, He ae) os 22. 


C étant indépendant de a), comme nous l'avons vu, ne change pas si 
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l’on remplace a, par x, + &, de sorte que 
C= g1(%0+ 6, UE .…) A(to +6, ah, dur) nr 


la définition d’une fonction A et sa représentation par des quadratures 
montrent, d'autre part, que 


A (a +E, ar, ab, ...) = Alto, (a1 —E), (ap — Ë), 4], 
ou, en développant le second membre suivant les puissances de &, 


(Re 0 


MIT aa Oe NB LE RS 
(Los 19-707 ) I da, 0a; 


+.) Awe ay ay 34e | 


Les termes qui suivent le premier se calculent d'après la for- 
mule (7) du n° 11, et sont une somme de fonctions A en nombre fini, 
renfermant au plus £—1 points singuliers. En remplaçant les fonc- 
tions A par leurs valeurs ainsi calculées, ona | 


Case te by ays ss JT ax, a, c++ p(t + Ë, Gi, -: 108. 


plus des termes renfermant au plus # — 1 points singuliers; en identi- 
fiant les deux valeurs ainsi trouvées pour C, on a, pour les termes 
renfermant & points, 


&1(@% + Ë, is ve +) a oy Biss => Ds 


eo eee eee ere mm 


Ep(Lo+é, Gis <n) = LB(Tos A, ---), 


ce qui indique que les coefficients g,, g, ..., ga sont indépendants 

Get ce 
Considérons maintenant les termes renfermant # — 1 points singu- 

liers, et en particulier la fonction 


Ateatorey ates) ab neg 


dans la premiere valeur de C, son coefficient es | 

la seconde valeur, après transformation des fonctions A, les termes ren- 

fermant Ag,,(2 9, ai", ...) sont : 
Te 


36H (To + Ë, is +. .)A(æs a}, a, ….); 
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2° Des termes provenant des dérivées 


0 0 


+ ; À AV 
ie ING (aga FRERES À Ay (25 a, ed eae 


04» 
Q 0 
d= = 
da, As (2, Gin y" > Ags, Gi), Oa: Aa (293 G11). 19 E25 By) 
’ 
et d’autres analogues, telles que 
NGC Sy dd, at da) 


04; 
En les calculant d’après les formules (7), on trouve que le coefti- 
cient de Ag,, est égal à 
== E( o © ) +> E i ; 
61 22 Ne. 6m a; — Ome 
: I Fi à 
le premier terme contenant seul le facteur ee Oil identifiant les 
ene == 
deux coefficients de Ag,,, ona 


> I : I 
$841(Lo, Q, ty Cayo ra i, awe) ne | Ay ga) : >> EL mn Pee 
i 
d’où 


ae Pe (Lose ) = is ee = — g ees + . 
TL > A Ar eo sa o à 
0x, 8+ 0 T1 oe das b+ (212: Ly — a; Sm 


Une telle égalité est impossible, car le seul terme du second membre 


renfermant x, est (g1 — g2) , et ne peut être la dérivée par rap- 


I 
Comic: 
port à x, d’une fonction rationnelle de cette quantité; on doit donc 


avoir 


et l’on verra de même que 
8i— 82 —: . - = Su: 


Le théoreme étant ainsi démontré pour les termes renfermant 
k points singuliers, il résulte d’un théorème énoncé au n° 12 que 
l’ensemble de ces termes est indépendant de x,; si l’on représente 
cet ensemble par C,. la quantité C — C, est également indépendante 
de x,; comme les fonctions A qui la composent renferment au plus 
5.9 
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k— 1 points singuliers, on voit, en répétant le raisonnement précé- 
dent, et en continuant ainsi de proche en proche, que le théorème 
énoncé est complètement général, et s'applique à tous les termes du 
coefficient C. 

Ainsi l’on trouve 


[Ay A. ] = 2[A(a, a) + Aa, a)], 
[B,B,] =— (a — a2)? [A( a, a) + Aa, &)], 


AAA TE Dé TAG, a) +A (an 1) | 
[B,B,B 3] =— (a — a2) (@,— a3) (as — 41) [A( ay, Ge, @3) + A( Qo, G3, @,) + A( Qs, Ai, Az) | | 
++ (@\— Az) (dy — 3) (a3— a1) [A (Ga, Gy, Uz) + A( Gy, Gy Az) + A( G5, Gr, %1)] | 
+ Z(a — 2 (2a3— 4j — az) [A( 4, a) + A(@, &)], + 


les X étant étendues aux permutations circulaires des indices. 
On peut faire, en outre, les remarques suivantes : les coeffi- j 

cients [B?] et [ A? B?] sont tous nuls; ils ne dépendent, en effet, que 

de a; et sont homogènes et de degré & par rapport à cette quantité; 

mais cette propriété est incompatible avec celle de rester invariables 

lorsque l’on remplace a; par a; + x; ils sont donc nuls. Parmi les coef- 

ficients dont l'expression ne renferme qu'un seul indice, il n’y a que 

les coefficients [ A*] qui ne soient pas nuls; ils ont été caleulés au 

n° 14. 
Ce sont également les seuls qui renferment des fonctions À ne con- 

tenant qu'un seul point singulier, ou de la forme A(a). Supposons 

que a décrive un contour autour du seul point a;; l’invariant doit se 

réduire à 1; que nous avons déterminé et tous les coefficients, à l’ex- 

ception de ceux de la forme [ Af], doivent devenir nuls: si un autre 

coefficient a pour expression 


PAPAS. Be. oe Ae) hes ee Nee tea A ay ty, 20a) ae. 


CE | 


les fonctions ZA renfermant plusieurs points singuliers s’annulent 
lorsque le contour entoure un seul point, car ce sont des intégrales 
multipliées par des sommes de fonctions A à deux points singuliers, 
et ces derniéres deviennent nulles; la somme 


81 \(ai) + a A (ai) +. thy 
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doit, par suite, se réduire à zéro, ce qui exige que 9, — 0, g,=0,.... 
I ne doit donc entrer dans le coefficient d’un terme renfermant plu- 


sieurs indices que des fonctions A renfermant au moins deux points 
singuliers. 


16. L'expression d’un invariant quelconque est une combinaison 
de sommes de fonctions A étendues aux permutations circulaires, et 
l'étude que nous avons faite de ces sommes nous donnera des pro- 
priétés des invariants. 

Rien ne distingue les invariants les uns des autres, au point de vue 
de leur développement, lorsqu'on laisse aux fonctions A qui y entrent 
toute leur généralité; ce n’est qu’en donnant à ces fonctions la valeur 
qu’elles acquièrent pour un contour donné que l’on aura l’invariant 
relatif à ce contour. 

Un invariant est une fonction de l’origine du contour, des para- 
mètres A, B, des points singuliers a,, a, ..., a, et enfin du contour 
choisi. 

C'est d’abord une fonction uniforme des paramètres A et B; nous 
verrons dans la III* Partie que cette fonction ne change pas lorsqu'on 
fait subir aux paramètres des transformations rationnelles et réver- 
sibles analogues aux transformations Cremona. 

Supposons maintenant que l’origine et les points singuliers soient 
fixes, et que l’on fasse varier le contour; on donnera aux fonctions A 
les valeurs qu’elles acquièrent relativement à ces contours, et l’on 
aura les valeurs de l’invariant. Nous savons que ces valeurs ne sont 
pas indépendantes, et qu’elles sont fonctions entières de 3(m — 1) 
d’entre elles, et des racines de n — 2 équations algébriques du second 
degré; on peut inversement se servir de ces résultats connus pour 
trouver de nouvelles propriétés de combinaisons de fonctions A. Ces 
combinaisons, lorsque x décrit des contours quelconques, sont des 
fonctions algébriques de 3(x —:1) valeurs distinctes qu'elles prennent 
pour des contours simples. 

Pour donner un exemple, considérons la fonction 


F—ZA(a;, a2, a3) — Z'A(a, &, as), 


elle entre dans les invariants d’une équation ayant trois points sin- 
À 
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guliers, et a trois valeurs fondamentales, correspondant aux con- 
tours S,S,, SS3, S,S,: si nous voulons sa valeur pour le con- 
tour S,S,S,, nous considérerons l'équation (11) (n° 3, I" Partie) 
qui donne L,,, et, dans le premier membre, le coefficient de B°B°B;; 


en représentant par [ok la valeur du coefficient [9] relative à un con- 


tour S, on obtient 


LB: B, Bs 13 — [B, Bz Bio — [Bi Bo Bas — [Bi Be Blu 
+ [B, Bo Jo [BBs Jos [Bs Bi Jai — 03 


d’où, en se reportant aux valeurs trouvées au n° 15, on trouve 
(Fiss — Fis — F23— Fa) + (427)? = 0, 


équation qui donne la valeur de F relative au contour S,S,S, en fonc- 
tion de ses valeurs relatives aux trois contours fondamentaux; elle est 
du second degré comme l’équation d’où l’on est parti, ce que l’on ex- 
plique comme nous l'avons vu. 

La valeur de F relative à ‘un contour quelconque est une fonction 
rationnelle et entière des quatre valeurs précédentes F,,, F,;, Fy,, Fyo5- 

Supposons maintenant que les points singuliers soient fixes, et que 
l’on fasse varier l’origine x, du contour; cherchons ce que devient 
Pinvariant d’une substitution donnée S788, ..3 nous supposons , 
comme dans le calcul des fonctions A, que æ dérive autour de a,, 
dy, ..+, a, des lacets formés de droites issues de +,, et de petits cer- 
cles entourant les points singuliers. 

Un inyariant est une fonction de +, ayant pour coupures les pro- 
longements des droites joignant les points singuliers deux à deux ; 
elle a une valeur constante dans chacune des parties du plan limitées 
par ces coupures, et change de valeur lorsque x, traverse l’une de ces 
droites. 

Cette propriété résulte de la propriété analogue que nous avons dé- 
montrée pour les sommes de fonctions A; la transformation de l’inva- 
riant résulte de celle de ces fonctions. 

Mais on peut déterminer a@ priori la transformation de Vinvariant 
au moyen de celle de la substitution et, comme dans ce qui précède, 
en déduire inversement la transformation subie par des combinaisons 
de fonctions A. 


À 


LR LS th AA CS à . 


nas 


ANT ET 


z. 
2 
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PONS ce nQp cos S, les substitutions relatives aux lacets issus 
de ¥, et entourant les points singuliers lorsque x, occupe une posi- 
tion A (fig. 4); si ce point traverse la coupure formée par le prolon- 
gement de a,a, au delà de a, pour occuper la position B, et si X,, 


Fig. 4. 
B 
© a © 
% A 


Z,, ..., Ly, ... sont les substitutions relatives aux nouveaux lacets, 
elles sont identiques aux substitutions S, à l'exception de X, qui est 


ST Si SD 


Il en résulte que Vinvariant relatif à un contour ...S%S°S¥... 
change de valeur et devient l’invariant relatif à 


(ee) 


: a Spa 
NDS 3) penis SESS) 


> 


ou bien que 
Les. JB [sugar ae 


Si x, traversait la coupure en tournant dans le sens inverse autour 
de a,, il faudrait remplacer X; par S;'S,S,. 

Si l’on a choisi un système d’invariants fondamentaux, et si l’on dé- 
place l’origine du contour, on obtient un autre système également 
fondamental. 

Nous pouvons préciser ce que nous avons dit au n° 9 (I'* Partie); 
nous avons défini les substitutions auxiliaires Z,,, Ë,,, ... au moyen 
de droites joignant les points a,, a,, ..., a,, ou de coupures se rame- 
nant à ces droites; on peut supposer, sans rien changer, que l’on 
prenne une origine des contours æ, à l’intérieur du polygone a, a, .….a,, 
et que le chemin a,a, soit formé des deux droites a;x,, x a, ou de 
coupures se ramenant à ces droites; les invariants sont alors bien 
définis. Si maintenant x, varie dans le plan, les invariants, tout en 


gardant le même nom, changent de valeurs, les chemins auxiliaires 


changent également, mais le groupe reste le même. On peut donc, 


sans changer le groupe, faire subir aux invariants les transformations 
A Es = a ’ : a 01 e è 7 © a y J € 1 > 84 
résultant de la variation de l’origine x,; à chaque transformation cor 
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respond un changement des coupures 4,4;, @,@3, ---, %@, et un 
changement correspondant des invariants. 

Si l’on considère un invariant particulier, calculé lorsque Ly OC- 
cupe une position déterminée dans le plan, et si x, varie, le nombre 
de valeurs distinctes de cet invariant est fini, car le nombre des ré- 
gions déterminées par les prolongements des droites a, dp, ..., a;az, … 
est limité. Les combinaisons de fonctions A entrant dans les coeffi- 
cients du développement, et calculés relativement à un contour donné, 
ont un nombre fini de valeurs. 

Ainsi, si l’on a deux points singuliers @,, a, les invariants n'ont 
qu'une seule valeur, quelle que soit la position de x,; cela résulte du 
reste de ce que les coefficients sont formés au moyen de fonctions A 
renfermant deux points singuliers, et ce sont des fonctions numé- 
riques de 217, par conséquent des constantes. 

Si l’on a trois points singuliers, chaque invariant à quatre valeurs 
distinctes. 

Finalement, un invariant est une fonction des points singuliers a,, 
Green 51 ON SUPPOSE PS AINSISqUC My, Mg, 2,10 cek el Ce, 
est variable, il résulte de l’étude des fonctions A que l’invariant est 
une fonction de a, ayant pour points singuliers les autres points, et 
pour coupures les droites joignant x, aux points a, aj, ..., G3 on 
obtient les transformations de l’invariant au moyen de ce qui précède. 
Si l’on se reporte à la figure (3) du n° 12, on voit que 


LL.aicnsarzs.. Lm! = LL. ucasiori-1…. Le 
LL. cpbate…. dn’ — [1.21% 2ntern?... Ine 


On voit, en particulier, que si, dans cette figure, a, décrit autour 
de a, et dans le sens direct un lacet ne rencontrant aucune autre cou- 


pure que 2,a,, et s’il revient à sa première position, l’inyariant pré- 
cédent se transforme en 


Do-14%9 81-1971 10 


L'un he ie À ad 
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TROISIÈME PARTIE. 


, EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AYANT MÊMES INVARIANTS. 


17. Nous nous proposons d'étudier les coefficients d’une équation 
différentielle considérés comme fonctions des invariants fondamentaux : 
nous supposons qu'elle a x points véritablement singuliers et p points 
à apparence singulière, les racines des équations déterminantes rela- 
tives à ces derniers étant — + et 3. L’équation est alors de la forme 


(1) el; 


où 
A; 3 B; D; 
emer atin A ire 


et où D, satisfait à l'équation 


(2) _Di—=E;, 
E, étant le résultat de substitution de 5, à la place de x dans 


P — secs De. 
(æ— 03}  æ—b, 

Le nombre des paramètres dont dépend l'équation est 3(n — 1) + p, 
car on peut choisir arbitrairement deux des x + p points singuliers, et 
les coefficients B et D doivent avoir une somme nulle. Comme l’équa- 
tion possède 3(7 — 1) invariants fondamentaux, il doit être possible, 
en général, de prendre p paramètres arbitraires et de déterminer les 
autres en fonction des invariants; en particulier, on peut supposer que 
l’équation n’a pas de points à apparence singulière et se proposer de 
déterminer les points @,, Gz, ..., Qn, et les paramètres À et D: Nous ne 
traiterons pas ce problème et nous supposerons les points véritable- 
ment singuliers donnés; il faudra alors supposer p22 — 2 pour que le 
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nombre des inconnues soit au moins égal à celui des invariants fonda- 


mentaux. 
Nous nous limiterons à la question suivante : 


Si l’on connaît une équation différentielle du second ordre, à intégrales 
régulières, et ayant n points véritablement singuliers donnés a l'avance : 
dis An +. Any comment peut-on déterminer toutes les autres équations 
différentielles de même nature, ayant les mêmes points véritablement sin- 
guliers et les mêmes invariants fondamentaux que la première? 


Nous supposerons de plus que l'équation donnée a p = 2 — 2 points 
à apparence singulière, comme cela a lieu, en général, pour les équa- 
tions réduites, au sens donné par M. Poincaré (Acta mathemauca, t.V, 
p. 209 et suiv.). 

Si les équations ont mêmes invariants fondamentaux, les valeurs de ces 
invariants, lorsque l’origine x, du contour se déplace, devront encore 
être égales. Or les nouvelles valeurs sont des fonctions non seulement 
des 3(n — 1) invariants primitifs, mais encore des z — 2 invariants, tels 
que I,,,, c'est-à-dire des racines des n — 2 équations du second degré 
dont nous avons parlé. Il est done nécessaire, pour que les 3(n — 1) 
invariants restent égaux pour toutes les positions de x,, que l’on choi- 
sisse de la même manière les racines de ces n — 2 équations pour les 
deux équations différentielles; mais alors elles ont des groupes iden- 
tiques, relativement aux contours entourant les points véritablement 
singuliers. La question peut donc s’énoncer ainsi : 


Etant donnée une équation differentielle ayant n points véritablement 
singuliers @,, Az, ..., a, donnés, et n — 2 points apparents, trouver 
toutes les équations ayant les mêmes points véritablement singuliers et le 
même groupe que la première pour les contours entourant ces points sin- 
guliers. 


Le cas de l'équation de Gauss se traite directement. Si À,, À, À, 
sont les différences des racines des trois équations déterminantes de 
l'équation donnée; 2), A), À, les quantités analogues relatives à une 
nouvelle équation; A,, A,, B,, A, A,, Bi les paramètres, on a 


I, =— 2 cost}, =— 2 cost, 


N= 2k), 


| 
| 
| 
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k, étant un nombre entier. On en déduit la relation 


Vi+GA,+V1+ GA, =2h, 
(A — Ay)? — 2k? (A, + Ay) + ki— kK? =0; 
de méme 
(A, — A)? — 2k} (A, + Ag) + kt — ke ==.0; 
APP, +B) (a,—a.),— A, As B, (4,—"a,)?7 
— 2k3[A, + A, + BY (a,— a2) + A; + A,+ B,(a,— &>)] +- ki — ki 0), 


k,, k,, k, étant des nombres entiers. 

Ces transformations reviennent, soit à une permutation des deux 
racines de l’une des équations déterminantes, soit à l'addition d’un 
nombre entier quelconque à l’une des racines. 


18. Dans le cas général, cette méthode n’est applicable qu'à la re- 
cherche des relations qui lient les paramètres A; elles sont de même 
nature que les précédentes et indiquent que les racines des équations 
fondamentales des équations cherchées et de l’équation donnée, rela- 
tives au même point singulier, diffèrent d’un nombre entier. Mais, pour 
trouver les relations entre les coefficients B et entre les points appa- 
rents, il faut opérer d’une autre manière et chercher les équations qui 
ont même groupe relativement aux contours entourant les points a,, 
RU Ans 

Les équations de même espèce que l'équation donnée répondent à la 
question. Leurs intégrales sont données par 


eye, 


où f eto sont des fonctions rationnelles de x; elles subissent la même 
substitution que y pour un contour quelconque. Une autre solution 
est fournie par certaines des équations de même famille que la pre: 
mière : celles dont les intégrales sont données par 


Y = fr + 97’); 


- où f et o sont des fonctions rationnelles de æ et où Ÿ est une fonction 
rationnelle n’ayant pour zéro ni pour infini aucun des points singu- 
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liers a,, a,, ..., a,; Yet y ont, en effet, même substitution pour tout 
contour entourant les points a,, 4,, ..., a, et ne contenant à son inté- 
rieur aucun point de ramification de 4; d’autre part, la multiplication 
par cette quantité ne peut avoir d’autre effet que de faire disparaitre 
ou d’introduire des points apparents, qui n’ont pas d’influence sur la 
solution du probleme. 

Je dis que, réciproquement, toutes les équations répondant à la ques- 
tion sont contenues parmi celles que je viens de mentionner. Soient, 
en effet, y, et y, un système fondamental de la première équation, tel 
que Yi, — 27, = 13 Y,, Y, un système analogue d’une autre équa- 
tion; 2;,.03, ......P,. les pointssapparents dela premiere; e/; 25. 345, 6g 
ceux de la seconde. Soient, de plus, 


ust —=(z—0b;)(æ —b,)...(x—b,), 
vil = (a — ¢,) (@ icq) «..(@ — Cg); 

les deux fonctions 
VY, yIly, 
Vr. VrM: 


VII Y, oe 
Vay, Vary, 


se reproduisent apres un contour quelconque, entourant ou non les 
points 6 etc: ce sont, par suite, des fonctions rationnelles de x, et, en 
les représentant par — 9 et f/, on a 


la proposition est par la démontrée. 
Je suivrai une marche analogue à celle qu'emploie M. Poincaré pour 
la réduction des équations; je poserai 


(3) Y=Y(— 07 +7"), 


9 étant une fonction rationnelle de æ, 4 étant le produit d'une fonction 
rationnelle par la racine d’une fonction analogue n'ayant aucun des 


3 
- 
1 
3 
3 
4 
| 
: 


il L'on. 2 à tb le ! 
LE : à. Te — 
’ 
, 
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points @,, @, ..., a, pour zéro ni infini (‘); Y satisfait à une équation 
du second ordre 


Ar QY, 


si et 0 sont liés par la relation 


(5) a. Hae P ee, 
? 
ou C est une constante ; Q est alors donné par l'équation 
(4 DANS 
(6) M aes 
PRE 


La recherche de 0 se ramène à l’intégration d’une équation linéaire 
du second ordre; si l’on pose, en effet, 


EAN? 
Clee 2 Y= vw, 


ona 
(ou C 

(7) D ion 
ww" C 

(8) foe ee LE 


on a, par suite, à déterminer Y de manière que l’équation (7) ait une 
intégrale dont la dérivée logarithmique soit rationnelle, et à intégrer 
cette équation; la symétrie des équations (7) et (8) montre que l’on 
passera inversement de la seconde équation à la première en posant 


y=V(—0Y+Y, 


! 


vor 65e . 
+ - 

Nous introduirons des quantités 8 et à qui se déduisent des para- 
+ 

-.# 


(1) La fonction désignée ici par 0 est égale et de signe contraire a celle qu’emploie 
M. Poincaré dans son Mémoire (4cta mathematica, t. V, p. 219); de même, la fonction dé- 
signée par 4 est l'inverse du carré de la fonction Y du Mémoire cité. ' 


æ : 
‘ 


i ’ Ta 
Ge beer Se; 
TL — di Le Ay 


ot Pte eR SEED OS + 


Fa rn ot he ==) de 
; bx— an br bi | 


On doit avoir 


26; + DOE= 0, 


(10) | : 2 : — al 
ey 20% (a+ x LE rs). = (P, 


Nous poserons ensuite 
P= pit, P= Fm, PDT, 0 — 0, + 0,, 


Q=0+0,+0, 


; et nous aurons = 


< : G 
7 Fi . | - 63 + 29,9, + 0, = P+ 7» 2 > 
RES ‘ ie d A 
¥ , £ F G > “ 
LA 0, +20,0,+0,=Q:+ -;; 
En pour déterminer 0,, Q, et, par suite, Q. 
* } La réduction est possible de plusieurs manières, car on peut rem- 
11 . placer l'une des racines 7; par 1 — 74, et — } par §. À 
#1 | | 
le . ae > 4 7 ° À 
a 49. Un cas particulièrement simple est celui où la constante C est 
= * nulle; cela ne peut avoir lieu, d'après l'équation (7), que si l'équa- 
f = tion donnée a une intégrale dont la dérivée logarithmique soit ration- 
lle; toutes les équations cherchées jouissent de la méme propriété, 
D 
et sont réductibles ; l’une des intégrales est précisément : | 
wy si ent ; : 
(rm) (wm — ay)". ..(@ — by)? (aw — bp) ?, 
; © P 
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; IE 
1 sn 
p? 


prendra dans ce cas v, — 1; d sera une fonction quelconque de la 
orme . 


et l’autre est 


CCE 


Et ET ES = 
Y—(T— ay)" (ra). (x — as)" (x — 6) Op) ?(x—c) en ; 


de sorte que l’une des intégrales de la nouvelle équation sera 


=i! 1 
YS — Ww, (a — a, air (a en CI CANE (x HS 4) ein (a == Gp) È eee (Cr + en a 


et l’on aura 


on pourra, du reste, choisir 4, de façon que la nouvelle équation n’ait 
plus de points à apparence singulière. 

Les racines des équations déterminantes de Q diffèrent de nombres 
entiers des racines correspondantes relatives à P, de sorte qu’il existe 
entre les paramètres A les relations déjà trouvées 


(A; — A;)?— 2(m;—1) (A;+A;) + (m;—1)'— (m;— 1)? = 0; 


les coefficients 8, et à, sont nuls dans chacune des équations. 
On peut faire à ce sujet la remarque suivante : les équations 


6, == 0, Bo, es 6,20 


sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’équation ait 
pour intégrale ¢, : on voit, en effet, que ces équations entraînent à, = 0, 
C= 0, ...;, Op == 0; car, si dans les équations (10) on fait les 6 égaux 
à zéro, on a, entre les p quantités à, p + 1 équations qui n’admettent 
en général d’autre solution que zéro. 

Il existe plusieurs systèmes de quantités B, obtenus en permutant 
les racines des équations déterminantes; tous les éléments de l’un de 
ces systèmes doivent être nuls pour que l'équation soit réductible. 
Nous avons trouvé, d'autre part, au n° 4 (I Partie), 27 — 3 équa- 
tions (17); ce sont des relations algébriques entre les invariants fon- 
damentaux, qui sont des fonctions transcendantes des paramètres A 
et B; les deux systèmes d'équations doivent être équivalents. 
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Pour le montrer sur un exemple, considérons le cas de l'équation 
hypergéométrique, sans points apparents; il y a quatre systèmes de 
valeurs de 8, : 


fee : 
CRE US = —— (r3— r—rs)(rs+ ri + Tati), 
A — a, Ai — Ae 
2(a— ri)rs I é : : 
= B,— —— — ——— (ry + ry—r2— 1) (%3— Pye + 724 2) 
Bis B, ape. peer 3 1 2 ("3 1 2 ’ 
Oy A (ihe =e I : apis 
Bis By— hie = —— (r3— t+ Ta 1) (Mat ry—le+ 2), 
2(1—71)(1—7 I N 
Bibi ){ ee (rs y+ la—2)(rs— ri — 2+ 3) 


di — a, dj — de 


l'équation est réductible des que l’une des quantités 7, +7, + r, est 
nulle ou égale à un nombre entier; pour l’exprimer sous forme de rela- 
tion invariante, nous écrirons 


SINT (ri + ro + ls) sint(7y + To —l'3) SINT (Ti — lo + rs) SINT (—7, + rest T3) =; 


le premier membre n’est autre que le carré du sinus du triangle de 
Schwarz, et cette relation n’est autre que 


P+l+l—LLl—4—0; 


l'équation B,,5,,8,:8,, — o et la précédente sont donc bien équiva- 
lentes. 


20. Je considère le cas général où C n’est pas nul; on voit a priori 
que les racines des équations déterminantes relatives à Y différent de 
nombres entiers des racines correspondantes relatives à y; je suppose 
p=n-— 2, etje cherche la transformation qui remplacerait les racines 
de l'équation déterminante du point a, : 7, étr—r, par —r,eti+r.. 

Je pose , 


Ce 1) (@ —b:)...(œ = bn) (@ — 4). + (= Cn=s) 
# n Ge) (re Ag)". (Br Ay)" 
Ces ~~ hi Bi 
2 (2 —a;)? Py BO sin 
2 2 
Go pars: 3 a Sn ; 


réal Lu a mie : 
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l'équation 

: : ’ C 

05 + 26, 0 + os Fa is 

fournit entre les inconnues C, c,, cy, ..., ¢ = 2 Soy +s, 8, les relations 
suivantes : 


CSS == Spt 2.7387 == Ay, 


So Sh 
(12) Des JE 
n 


di — a, d — a 


n i n—2 
(13) 2(s;+7;) Ys et OS; . se ÿ es =$;+,; 
di — ap di— ap a;— bj, f i 
1 / 
Sh AN 
aes O). : 
ee An 
2 


varie de 2 an, et & de 1 à n — 2; les sommes & sont prises par rap- 
port à À ou &, et dans Z’ on doit exclure la valeur À =. 

Les équations (12) et (14) sont n — 2 équations linéaires entre les 
n— 2 inconnues s, et ont une seule solution, car le déterminant des 
coefficients des inconnues n’est pas nul en général; les équations (11) 
donnent ensuite les quantités A, d’où l’on déduit C, ¢,, Cs, ..., Cy-2. Si 
l’on représente, en effet, par F,, /,, f, les produits 


F,=(x — a,) (x4 — a;). c .(T— a) 
her 0). (ee 0,), 


fa=(t—c)(x—ca)...(æ— C2), 


la formule de Lagrange donne 


FY, (ai) ) Fy(z) 
(13) cAtn= Ex NES er 


et fournit une équation algébrique de degré n — 2 dont les points c 
sont les racines; il reste nm — 1 équations (13) qui se réduisent à 
n — 2, en vertu de la relation 


26; + Z0Ôy+- pa Tiras 0, 
mais ces équations sont satisfaites en vertu des relations (ro), qui 
expriment que les points 6 sont apparents. 
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Toutes les inconnues sont déterminées par suite d’une maniere 
unique; on peut remarquer que les quantités s et les coefficients du 
polynôme /,(x) sont des fonctions symétriques des quantités D, et dy. 

Pour calculer le polynôme Q, on prendra 


tele 


...(T — Cony? à 


fs 


d : : 
i — Le (ru) (tm), (Daa) le = C1) 
1 


6, —— 0, 


de sorte qu’il suffira de changer dans les équations précédentes 7, en 

"75, To CN D Por +++ Tn CN 1— My, Speen —5; et B,-en cz; les quan- 

tités A et w ne seront pas changées, tandis que §; et à, devront être 

remplacées par les quantités {; et à, relatives à la nouvelle équation. 
On trouve ainsi 


Bi = Bi, 


n n—2 n—2 


i 


lS I x 1 
5 Sh > a 
6;— p; = 2 > —— +25; > — — 25; . = ie Se 
a;— ap, a;— ap, a;— by amd Aj— Cp 
1 


(16) 2 2 1 


n 


; Sh 
Deer 
Cr — ap 


2 


On peut exprimer les nouveaux paramètres au moyen des anciens, et 


des points a et b, en remarquant que le coefficient de 2s; est — ~ ©; 
2 uAS; 


on a ainsi 


I Nh eS) ‘el WE + 
B;=— Eee a tie ry D Yee AP ae Se Ph ee 
S;+2rj—1 | dead i a 
i i Ai— Ap, dj — ah ui A; — 
2 1 1 


le second membre est une fonction rationnelle du premier degré de B,, 
BO D ren: Once 

La transformation que nous venons d’effectuer fournit une équation 
ayant les mêmes points singuliers a,, a, ..., a, que la première; 
l'équation déterminante relative à a, a pour racines —r, et 1+r,; 
les équations relatives à a, a3, ..., a, et à l'infini ne sont pas chan- 
gées. Les points apparents 6,, b,, ..., b,_, disparaissent et sont rem- 
paie par Ci, Cy, ..., Cn_», auxquels correspondent les racines — ! 
et 5. à 
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La transformation est de plus réversible, comme cela résulte de la 
symétrie des calculs relatifs à 0, @, P et Q : elle est done du genre des 
transformations Cremona; enfin elle est quadratique, car, si on l’ef- 
fectue sur Q, on retombe sur la fonction primitive P. 

On a ainsi augmenté d'une unité la racine r,; si l’on veut encore 
l’augmenter d'une unité, il est nécessaire d'opérer la réduction du poly- 
nome Q auquel on est parvenu, en permutant les deux racines — r, et 
1+7,, et en posant 


1 
{ Phe 
22): (Gre) ’ 


1 
KP: 


Mara) 1 (er — a), (ta, na (x — G) ? 


on arrivera alors à une équation telle que les racines relatives à a, 
soient — 1 — 7, et 2 +7,, les racines relatives aux autres points n’étant 
pas changées. 

On peut répéter la même transformation pour les différents points a,, 
@y, -.., G3; la méthode s'applique aussi au point infini; si r,,, et 
— 1 —/,,, sont les racines correspondantes, on peut former une nou- 
velle équation dont les racines soient —r,,, et —1+7,,,; on pose 
pour cela 


(a2 — b,) (#2 —.b,)...(@ — bn) (æ — c)...(x — c,) 


(a — a)? oe a). " (x — an) 


— {à 


en 


et l’on obtient des formules de transformation analogues aux précé- 
dentes. 


21. Nous avons employé, pour faire la transformation, des fonc- 
tions Ÿ et 0 particulières; il reste à montrer que ce sont les seules 
fonctions répondant à la question lorsque l’on astreint la nouvelle 
équation à avoir, comme la première, x — 2 points apparents. 

Supposons que l’on ait formé par la méthode précédente une équa- 
tion ayant les points singuliers @,, &,, ..., a,, auxquels correspondent 
les racines r,, 1—r!, r,, ... et qu'elle ait ? — 2 points apparents b,. 
D, ..., 0,3 je dis que toute autre équation sera identique à la pré- 
cédente si elle satisfait aux conditions suivantes : elle a les mêmes 
points singuliers avec les mêmes racines correspondantes; elle a même 
groupe relativement aux contours formés de lacets entourant ces points, 
5.9 
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x 
enfin elle a — 2 points apparents répartis d’une manière quelconque 
dans le plan. 

Soient y, et y, deux intégrales de la première équation, et Y, et dE 
deux intégrales d’une autre équation dont nous venons de parler; en 
se reportant aux formules du n° 18, on voit que la fonction d'est, au 
signe près, égale au déterminant 


Dans le domaine d’un point singulier tel que 4,, les racines des équa- 
tions fondamentales sont 7, et 1 —r; le déterminant contient, par suite, 
en facteur (æ — a, ÿi(x— a,)' "= x — a,, et la fonction Ÿ doit être 
divisible par le produit (x — a, )(æ — a;)...(æ — a,). Dans le do- 
maine du point infini, les racines sont r,,,et —1—7,,,; Ÿ doit alors 


+ \ 
= I x La Là Là e “ ° 
contenir — à une puissance égale ou supérieure à — 1; autrement dit, 


d? est de la forme 


Y= : (@ — a4)" (ra)... (za), 


et a un degré au moins égal à — 2; le degré de 4, est, par suite, au 
moins égal à 22 — 2, et cette fonction ne s’annule pour aucune des 
VAIO RO de, cup ee 

Si Ÿ, est divisible par (a — b,)(x — b,)...(x — b)_,), ces points 
apparents disparaissent, et c’est le cas le plus favorable qui puisse se 
présenter; après suppression des facteurs contenus dans le produit 
précédent, il reste au dénominateur de Y? un polynôme de degré au 
moins égal à n; je dis que les racines de ce polynôme sont des points 
apparents de la nouvelle équation différentielle; il suffit de faire voir 
pour cela que l’une au moins des intégrales 


= (— 06071 +7); 
et — v(— 9¥2+ Ya) 


devient infinie en même temps que Ÿ pour toute valeur de x autre que 


Ay, Ay, cs An; 0,, ..., b7,, ou bien que — Oy, + y, et —Oy,+ y, ne 
s’annulent pas en même temps. | 


? 
| 
| 


j 
: 
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Si elles s’annulaient, en effet, pOur re on. aurait 


L1 
__ DJ (T2) EE, 
a O¥2+ Ye (Tr =) Fa; 
d’où . 
ds hr) (Fix, — F2), 


et le premier membre s’annulerait pour « = x,, ce qui est impossible 


te ete 7 
puisqu'il est égal à l'unité pour toute valeur autre que a,, dy, ..., a, 


A Pisin Os 
Ainsi donc la seconde équation a au moins 7 points apparents, ce 

qui est contraire à l'hypothèse; il faut alors supposer que ¥ est nul, 
ou que 

Vide Dati OY: 

De. à 2Y1 + BY = f(x); 
mais «Y,-+ $Y, ne satisfait à une équation du second ordre de la 
forme Y” = QY que si f est constant; la seule transformation possible 
est, par suite, Y = Cy, et les deux équations différentielles sont iden- 
tiques; la proposition est ainsi démontrée. 

Nous arrivons finalement à la conclusion suivante : 

Étant donnée une équation différentielle du second ordre, de la 
forme y”=— Py, et à intégrales régulières, possédant n points singu- 
liers et n — 2 points apparents, il existe une infinité d'équations de 
méme nature possédant les mémes points véritablement singuliers que 
la premiere, et les mémes invariants fondamentaux, et ayant le méme 
nombre de points apparents; les racines des équations déterminantes 
relatives aux points singuliers et à l'infini different de nombres entiers 
quelconques des racines correspondantes affectées à l'équation don- 
née. Sir, Ps «+++ las Tras SONt racines des n+ 1 équations détermi- 
nantes de l’équation différentielle donnée, et 4,,#,, ..., &,., des nom- 
bres entiers positifs ou négatifs choisis arbitrairement, 1l existe une 
seule équation différentielle satisfaisant aux conditions données, et 
dont les équations déterminantes admettent pour racines 


Ker HE Pay Los) EE FRET 41; 
1 l> 2 


les n — 2 points apparents de cette dernière équation sont les racines 
d’une équation algébrique de degré 7 — 2; de plus, les coefficients de 
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cette équation algébrique et les paramètres de la nouvelle équation 
différentielle sont des fonctions rationnelles des paramètres de la pre- 
miere, et-des Tacines: 7, Pr Tuas | cr ve 

Un raisonnement analogue montre qu'il existe une infinite d’équa- 
tions de méme nature que la premiere lorsque l’on n’assujettit plus le 
nombre des points apparents à être égal à n — 2, même lorsque | on 
choisit les racines #, + r,, £,+r,, ... des nouvelles équations déter- 
minantes; s’il y a 2 + 2p points apparents dans la nouvelle équation, 
les formules de transformation contiennent 2p + 2 arbitraires. 

Toutes ces transformations sont analogues aux transformations 
Cremona des équations algébriques; les paramètres de l'équation ré- 
duite représentent ici les modules de classe de Riemann, et les inva- 
riants fondamentaux, les modules de périodicité; car ce sont les in- 
variants des.transformations. 


22. Ce qui précede nous fournit quelques indications sur la nature 
des paramètres de l’équation différentielle considérés comme fonc- 
tions des invariants. Nous avons vu que les invariants I peuvent être 
remplacés “par 3mi— S autres AA NO A AMENER ae ee Pans 
%y,,++.-3 ils sont fournis, pour toute valeur réelle ou imaginaire des 
invariants, par les équations (23), (24) et (25) (F° Partie), et peuvent 
être eux-mêmes imaginaires. | 

Les paramètres d’une équation différentielle possédant 7 points sin- 
guliers donnés et rn — 2 points apparents sont des fonctions uniformes 
des quantités 2TÀ,, 2TA,, ..., 2TÀ,,,, u. et o, car nous avons démon- 
tré qu'il n’y a qu'une seule équation possédant ces invariants; en 
particulier, 


Ag —1 
Ap= ET, 
fy 
2, 
A ens Ay a An+ Bia, ee oto B,a, ST D: b, rt De sOnxs = ss 


A 
4 
#,. ay 

sorsque les À varient et passent par une valeur entière, les points 
singuliers correspondants deviennent des points critiques logarithmi- 
ques; si l’on augmente ou si l’on diminue ces mêmes variables de 
nombres pairs, les nouvelles valeurs des paramètres sont des fonctions 
rationnelles des premières, et réciproquement. On peut encore ajouter 


jtd ae > 
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que si l’on donne à certaines des quantités 2 des valeurs égales et de 
signes contraires aux valeurs primitives, sans changer les autres inva- 
riants, on obtient un autre des 2*-? groupes. a par le système des 
oy Huyariantsl,,l,..., lps Liss saan Lays GEL’ équation correspondante 
à cet autre groupe. 

Lorsque l’on considère les paramètres comme fonctions des inva- 
riants I, on obtient des fonctions d’une nature plus compliquée; elles 
ne sont plus uniformes, et présentent de plus des singularités; ces 
dernières tiennent surtout à la nature des invariants À, meto consi- 
dérés comme fonctions des I. 

La présence des différentes valeurs de ces fonctions non uniformes 
tient à plusieurs causes : 

1° Les À ont une infinité de valeurs en fonction de I,, L, ...,1,,,: 
à ce point de vue, nous avons vu comment se déduisent les unes des 
autres ces valeurs et les équations correspondantes; de plus les I ont 
pour valeurs singulières + 2 et lorsque I,, par exemple, acquiert une 
de ces valeurs, deux des branches de 


M " arecos (- à) 
T 20 
se confondent; ces points + 2 sont pour les paramètres de l’équation 
des points critiques algébriques. 
2° Lorsque l’une des quantités 0,,;, 0,,,, 9,,_,, dont nous avons 
parlé dans la première Partie s’annule, la quantité © correspondante 
s’annule; deux groupes différents deviennent identiques : ceux que 
l’on déduit l’un de l’autre en changeant l’un des angles 9 en — 9 et 
deux des 2*-? équations correspondant aux 2”~? groupes ont leurs 
paramètres égaux; on a donc des surfaces singulières analogues à des 
points critiques algébriques où deux branches des fonctions se con- 
fondent; lorsque toutes les fonctions 0 s’annulent, les 2? groupes 
sont confondus en un seul. Nous avons vu qu'on peut s'affranchir de 
ces singularités en considérant 47 — 5 invariants, et une variété 
d'ordre on — 3 formée par les n — 2 équations auxquelles satisfont 
Veen ovinvariants lier --..variété prise dans I’ espace à 4n — 5 
dimensions. 
3° Lorsque l’une des quantités H,,, His, ..., H,:, .. s annule, les 
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invariants fournissent deux groupes, car la substitution auxiliaire & 
peut prendre l’une des formes 


1 O I 0 
iy Ne : 
deux équations différentielles peuvent exister; on a des surfaces où 


existent deux valeurs des paramètres au lieu d’une seule. 
4° Lorsque les 27 — 3 équations (17), n° 4, 


0,.3—= 0, Os = 0, 
He = O, Hy; = O, 


sont satisfaites, l'équation devient réductible, et les quantités 6; et de 
deviennent nulles; il y a alors une infinité d'équations différentielles 
fournies par les invariants, car nous avons vu au n° 19 que l’on peut 
alors, sans changer les invariants, remplacer les n — 2 points appa- 
rents b,, by, ..., b,_, par d’autres c,, Cy, ..., c, , absolument quel- 
conques, et même supprimer les points apparents. 

Le cas le plus important est celui où les invariants sont réels et sa- 
tisfont aux conditions d’existence d’un polygone; il faut alors que les 
quantités @ soient positives, et l’une des quantités H positive pour la 
pseudosphere, négative pour la sphere; il existe alors une équation 
sans points apparents possédant les invariants donnés; ses paramètres 
et ses points singuliers sont des fonctions uniformes des invariants, | 
car M. Poincaré a démontré qu'il existe une seule équation fournis- | 
sant la représentation conforme sur un polygone donné; mais on ne 
peut affirmer que l’on puisse continuer analytiquement cette équation 
lorsque les conditions précédentes cessent d’être remplies; on peut 
dire simplement que le polygone n'existe plus. 


ot te 4 


23. En résumé, pour déterminer un groupe dérivé de n substitu- 
tions fondamentales, il est nécessaire de donner 3n — 3 invariants 
fondamentaux, mais ils déterminent en général 2”? groupes diffé- 
rents; ils se distinguent par le choix des racines de n — 2 équations 
du second degré dont les coefficients dépendent des 3n— 3 invariants 
primitifs ; il est nécessaire de donner alors 4n — 5 invariants pour dé- 
terminer un seul groupe. 


oe ee 
ile 
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Lorsque les invariants sont réels et satisfont & certaines inégalités, 
ils déterminent un polygone sphérique ou pseudo-sphérique analogue 
aux polygones fuchsiens; c’est la représentation conforme du plan de 
la variable, faite au moyen du rapport de deux intégrales d’une équa- 
tion différentielle sans points apparents admettant le groupe donné. 
On peut déduire de la en particulier les conditions pour qu’une équa- 
tion soit fuchsienne. 

Les invariants sont des fonctions des paramètres et des points sin- 
guliers de l’équation différentielle; ce sont des fonctions uniformes 
des paramètres A et B, et elles restent invariables lorsque l’on fait 
subir à ces paramètres et aux points apparents des transformations 
analogues aux transformations Cremona. Ce sont des fonctions non : 
uniformes de l’origine des contours qui servent à définir le groupe; 
leurs valeurs se déduisent l’une de l’autre par des transformations ra- 
tionnelles et entières, et réversibles ; ce sont aussi des fonctions non 
uniformes des points singuliers de l’équation différentielle; lorsque 
Pun d’eux décrit un contour fermé entourant un ou plusieurs autres 
points, elles subissent des transformations analogues aux précédentes. 

Inversement, les paramètres d’une équation différentielle ayant 
n points singuliers donnés et n — 2 points apparents sont des fonc- 
tions non uniformes des invariants; leurs valeurs se déduisent l’une 
de l’autre par des transformations Cremona; de plus, elles ont des 
points et des surfaces singulières analogues à des points critiques al- 
gébriques. | 
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